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内 容 提 要 


本 书 系统 地 论述 了 孤立 子 理论 及 其 应 用 方面 所 取得 的 一 部 分 成 果 。 全 书 共 12 
章 ， 分 三 个 部 分 ， 研 究 内 容 横 跨 孤立 子 基础 理论 和 孤子 细胞 自动 机 、 流 体 孤 子 和 光 
学 孤子 与 光纤 孤子 通信 三 个 领域 。 

第 一 部 分 ， 概 述 了 孤子 基础 理论 中 的 各 种 解析 方法 和 数值 方法 ， 包 括 行 波 分 
析 、 孤 子 逆 散 射 理论 、KdV 方程 和 NLS 方程 的 逆 散 射 求解 、Hirota 方法 等 ; 论 
述 了 一 般 孤 子 方程 的 (作为 一 种 微 扰 方 法 ) 等 价 粒 子 一 般 理论 ， 并 以 KdV 和 NLS Ж 
程 为 例 给 出 了 等 价 粒子 分 析 实 例 ; 最 后 ， 论 述 了 一 种 双 参 量 、 可 变速 孤子 细胞 自动 
机 和 联 孤 子 细胞 自动 机 及 其 "内 豪 孤 子 " 概 念 。 

第 二 部 分 ， 首 先 概 述 了 流体 孤子 ， 特 别 是 水 槽 中 参数 激励 流体 孤子 的 背景 和 发 
展 概 况 及 流体 孤子 方程 的 建立 ;论述 了 水 槽 中 双 孤 波 相互 作用 的 微 扰 变 分 分 析 及 双 
非 传播 孤 波 解 ; 论述 了 倾斜 水 槽 中 孤 波 移动 的 能 量 分 析 、 传 输 方程 和 等 价 粒子 分 
析 ; 论述 了 以 一 种 近似 的 尺度 假设 和 小 功率 因数 尺度 假设 为 基础 的 参量 激励 分 析 和 
各 种 微 扰 分 析 等 ; 最 后 ， 讲 述 了 流体 看 合 孤 子 实验 及 理论 。 

第 三 部 分 ， 首 先 概 述 了 光学 中 的 所 有 孤子 现象 及 各 种 类 型 的 孤 波 方程 的 建立 ， 
光纤 中 孤子 的 基本 特性 及 物理 解释 ， 以 及 光纤 孤子 通信 应 用 及 其 发 展 动态 ;论述 了 
普通 光纤 及 饱和 光纤 中 二 阶 孤子 、 二 阶 一 阶 混合 孤子 、 反 相 孤 子 、 暗 孤子 及 其 序列 
的 传输 特性 和 相互 作用 规律 的 数值 模拟 结果 以 及 通信 应 用 问题 ; 论述 了 各 种 高 阶 效 
应 所 支持 的 小 幅 孤 波 解 ) 论述 了 孤子 在 突变 界面 的 反射 透射 问题 的 孤 波 硬 合 方程 和 
两 种 情况 下 的 边界 条 件 近 仆 ， 以 及 对 皮 秒 孤子 和 亚 皮 秒 孤 子 反射 问题 的 数值 模拟 结 
Ж; 论述 了 光 孤 子 相 至 作用 的 等 价 粒子 理论 ; Жанова NLS 方程 的 建立 
和 求解 ， 及 其 在 双 折射 光纤 、 双 模 耦 合 、 双 信道 耦合 和 反 向 传输 模 硬 合 以 及 全 光 孤 
子 开关 方面 的 应 用 ， 

本 书 可 用 作物 理 、 光 学 、 数 学 、 九 Sa 流体 力学 、 等 离子 体 物理 、 光 通信 、 光 
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世纪 之 交 正 是 现代 科学 进入 了 历史 性 大 变动 时 期 。 科 学 分 类 正经 历 着 从 分 化 到 综合 ， 
从 封闭 到 开放 ， 从 平衡 到 非 平 衡 ， 从 线性 到 非 线性 ， 从 低层 次 到 高 层次 的 演化 。 学 科 正 在 
渗透 、 交 叉 ， 新 兴学 科 层 出 不 穷 ， 猛 烈 地 震撼 着 横 豆 在 思维 科学 、 自 然 科 学 和 社会 科学 之 
闻 的 森严 壁 全 。 在 所 有 这 些 新 学 科 中 ， 非 线性 是 一 个 十 分 诱 人 的 课题 。 可 以 说 非 线性 现象 
既是 思维 科学 、 自 然 科 学 及 社会 科学 的 共同 特征 ， 或 者 说 非 线性 是 一 般 存 在 的 普遍 现象 ; 
同时 ， 对 非 线 性 的 描述 一 一 非 线性 理论 又 是 研究 这 些 问题 的 重要 工具 。 我 国 已 把 非 线性 科 
学 列 为 远 期 发 展 八 个 重大 课题 之 一 。 一 般 广 义 而 言 ， 非 线性 理论 包括 了 浩瀚 的 领域 ， 如 控 
制 论 、 信 息 论 、 耗 散 结构 、 协 同学 、 突 变 论 、 混 沌 、 生 命 系统 、 宇 宙 学 、 分 形 、 思 维 科 
学 、 生 态 学 、 神 经 网 络 、 符 号 动力 学 、 社 会 动力 学 、 进 化 论 、 音 乐 与 艺术 、 非 平衡 系统 经 
济 学 、 生 物 学 、 化 学 、 地 质 学 、 孤 子 理论 等 等 。 因 此 ， 孤 立 子 理论 及 其 应 用 作为 非 线 性 问 
题 的 重要 分 支 ， 就 显得 特别 重要 。 本 书 主要 论述 作者 在 孤立 子 理论 及 其 应 用 方面 的 研究 成 
果 ， 并 简要 介绍 前 人 所 取得 的 研究 进展 ， 包 括 孤 立 子 理论 、 流 体 孤 子 、 光 孤子 和 孤子 细胞 
自动 机 等 。 

孤子 理论 在 1965 年 孤子 被 命名 之 后 ， 取 得 了 突飞猛进 的 发 展 。 各 个 领域 中 的 各 种 孤 
子 方程 相继 被 建立 、 发 展 和 完善 ， 求 解 非 线性 孤 波 方程 的 各 种 解析 法 和 数值 解法 及 非 线性 
方程 的 各 种 性 质 相继 被 发 现 、 发 展 和 成 熟 ， 如 道 散射 方法 、Hirota 双 线 性 法 (包括 被 推广 
的 三 线性 法 )、Darboux 变换 法 (包括 亚 纯 矩阵 变换 法 )、Backlund 变换 法 和 各 种 微 扰 法 
等 。 作 者 提出 将 等 价 粒 子 理论 作为 微 扰 法 用 于 研究 一 些 近似 可 积 系 统 ， 也 可 算 作 是 一 种 微 
扰 新 方法 。 | 

本 书 分 为 三 部 分 ， 即 孤子 基本 理论 (包括 孤子 细胞 自动 机 和 数值 方法 )、 流 体 孤 子 和 光 
孤子 。 这 里 所 说 的 流体 孤子 ， 更 确切 地 说 是 水 槽 中 参数 激励 下 的 孤子 或 孤 波 现象 ， 这 是 一 
个 非常 诱 人 的 研究 领域 。 这 一 现象 在 1984 年 被 发 现 ， 国 内 外 许多 学 者 都 倾心 对 其 作 了 有 
益 的 研究 ， 我 们 对 此 也 作 了 系统 的 研究 。 在 光 孤 子 方面 的 研究 更 是 前 程 似 锦 ， 光 孤子 概念 
H 1973 年 被 提出 ，1980 年 在 实验 中 被 发 现 ， 现 在 光 孤 子 已 被 无 形变 地 传输 到 14 000 km 
和 1 000 000 km( 后 者 需 经 过 再 生 )。 它 为 光纤 通信 提供 了 最 优 信息 载体 ， 即 以 光电 为 媒介 
的 通信 手段 的 最 优 信息 载体 ， 其 通信 容量 可 高 出 普通 光纤 通信 容量 100 倍 ， 因 此 有 着 广阔 
的 应 用 前 景 。 对 光 孤 子 的 研究 ， 已 取得 了 蓬勃 的 发 展 ， 美 国光 学 学 会 会 刊 Opt. Lett. 从 
1985 年 至 今 ， 发 表 的 光 孤 子 论文 逐年 递增 ， 以 其 复印 件 的 厚度 计 ， 在 1987 年 只 不 过 一 个 
订 书 钉 所 能 订 的 厚度 ， 到 1991 年 ， 达 到 四 个 订 书 钉 的 厚度 。 作 者 对 此 也 作 了 广泛 的 研 
究 ， 并 在 这 一 方面 已 申请 国家 自然 基金 和 陕西 省 自然 基金 的 资助 ， 本 书 的 绝 大 部 分 内 容 都 
是 关于 这 方面 的 研究 。 

自动 机 本 来 是 研究 复杂 系统 的 一 种 方法 ， 即 用 离散 化 的 简单 模型 ， 定 义 其 时 间 演 化 规 


则 和 与 近邻 相互 作用 的 规则 ， 来 模拟 复杂 系统 (如 晶体 生长 、 生 命 现象 、 凝 聚 态 等 ) 演 化 的 
一 种 方法 ， 因 此 ， 它 实质 上 是 一 种 布尔 (Boole) 化 的 离散 动力 系统 。 后来，Park 等 人 发 
现 ， 有 一 种 演化 系统 的 行为 非常 类 似 于 孤子 的 行为 ， 于 是 日 本 学 者 Satsuma 提出 了 孤子 
细胞 自动 机 。 在 本 书 中 介绍 了 作者 提出 的 一 种 可 变速 双人 参量 孤子 细胞 自动 机 和 了 暗 孤子 细胞 
自动 机 。 

非 线 性 的 重要 性 已 为 人 们 所 认识 ， 非 线性 可 以 产生 本 质 上 全 新 的 一 些 现 象 ， 而 这 些 现 
象 不 可 能 从 线性 化 方程 出 发 的 微 扰 理论 得 到 ， 很 多 非 线 性 方程 组 可 以 用 一 些 具 有 孤子 解 的 
非 线 性 演化 方程 逼近 。 我 们 认为 ， 在 很 多 情况 下 ， 这 些 方 程 只 是 提供 了 一 个 比 线性 化 方程 
更 好 的 起 点 ， 或 者 说 更 好 的 零 级 近似 ， 然 后 ， 在 孤子 解 的 框架 下 ， 再 用 微 扰 方 法 去 处 理 真 
实 系统 对 这 些 特 殊 方程 的 偏离 。 因 此 ， 人 们 不 能 用 对 待 目前 非常 成 熟 的 线性 理论 如 电磁 理 
论 (线性 电磁 理论 ) 的 思维 方式 及 要 求 来 对 待 非 线性 问题 。 最 简单 的 例子 是 ， 对 流体 孤子 问 
题 的 理论 解释 ， 不 可 能 像 电 磁 领 域 那样 ， 理 论 对 实验 的 解释 能 够 达到 一 位 、 二 位 甚至 更 高 
位 的 有 效 数字 的 吻合 ， 对 流体 问题 ， 往 往 只 能 达到 数量 级 的 符合 。 

本 书 在 表述 上 非常 注重 理论 的 统一 性 、 简 单 入、 直观 性 和 易 读 性 。 如 果 本 书 能 成 为 理 
论 工作 者 与 实验 工作 者 之 间 的 一 座 桥 粱 ， 或 者 能 为 实验 工作 者 了 解 他 所 关心 的 有 关 理论 问 
题 提 供 一 条 捷径 ， 那 么 作者 也 就 如 愿 以 偿 了 。 书 中 错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 ， 作 者 恳请 批 
评 指正 。 


作 者 
1995 年 3 月 
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第 一 部 分 


孤立 子 基础 理论 


“eeit has usually been thought that in a relativistic field theo- 
ry, in order to have stationary.bound states, quantum mechanics 
must be crucial. As we shall see, this turns out not to be the case. 
In a nonlinear field theory, with an appropriate amount of 
nonlinearity, stable bound states can exist on a classical, as well 
as quantum mechanical, level. Such bound states are called 
solitons." 


——-T. D. Lee 
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孤立 子 基 本 概念 及 孤子 行 波 解 


L1 孤立 子 理论 研究 背景 及 其 发 展 


孤立 子 理论 自 1965 年 由 Zabusky 和 Kruskal” 对 孤立 子 (soliton， 简 称 孤子 ) 命 
名 之 后 ， 得 到 了 迅猛 的 发 展 。 究 其 原因 是 孤 波 现象 无 所 不 在 ， 从 天 上 涡 旋 星系 的 密度 波 、 
海上 冲击 波 、 等 离子 体 、 分 子 系统 、 生 物 系统 、 光 纤 中 光 的 传输 、 激 光 传 播 、 非 线性 传输 
线 、 超 流 氨 一 3、 超 导 Josephson 结 、 磁 学 、 结 构 相 变 、 液 晶 、 流 体 动力 学 以 及 基本 粒子 
等 ， 都 与 孤子 有 关 。 早期 的 专著 C(2—5) . 会 议 录 (6-9) | 综述 C10-182 和 科普 (19-21) 文章 等 
把 有 关 孤 子 概念 及 知识 介绍 给 各 个 领域 的 学 者 ， 使 得 孤子 理论 及 其 在 各 个 领域 的 应 用 研究 
取得 了 突飞猛进 的 发 展 。 其 发 展 大 致 可 分 为 三 个 阶段 。 
第 一 阶段 ， 主 要 是 在 上 世纪 。 最 早 讨 论 孤立 子 问题 的 是 Scott Russell， 他 在 1844 年 
9 月 英国 科学 促进 会 第 14 次 会 议 上 作 了 如 下 的 《 论 波动 》 报 告 (1854 年 出 版 ): 


ON WAVES. 
Report on Waves. By J.Scorr RUSSELL, Esq., M.A., F.R.S. Edin., 
made to the Meetings in 1842 and 1843. 

Sir JOHN ROBISON ' , Sec. Κ.Σ. Edin. 

JSCUTT RUSSELL, ΕΒ. S. Edin. 


Members of Committee 


I believe I shall best introduce this phenomenon by describing the circumstances of my 
own first acquaintance with it. I was observing the motion of a boat which was rapidly 
drawn along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped—not so 
the mass of water in the channel which it had put in motion; it accumulated round the 
prow of the vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled 
| forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a rounded, 
smooth and well-defined heap of water, which continued its course along the channel ap- 
parently without change of form or diminution of speed, I followed it on horseback, and 
overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour, preserving its origi- 
nal figure some thirty feet long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradu- 
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ally diminished, and after а chase of one or two miles I lost it in the windings of the 
channel, Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that singu- 
lar and beautiful phenomenon which I haye called the Wave of Translation, а name which 
it now very generally bears; which I have since found to be an important element in almost 


every case of fluid resistance, and ascertained to be the type of that great moving elevation 
of the sea, which, with the regularity of a planet, ascends our rivers and rolls along our 


shores, 


报告 中 讲述 了 183448 B, 他 在 运河 里 发 现 了 一 个 波形 不 变 的 单个 凸 起 的 水 团 ， 这 
.个 水 团 运 动 一 二 英里 之 后 在 河流 拐弯 处 消失 了 ，。 他 以 物理 学 家 的 敏锐 注意 到 这 个 现象 绝 非 
一般 水 波 ， 因 为 在 一 般 情 况 下 ， 人 们 所 观察 到 的 水 波 总 是 由 一 串 具 有 周期 特点 的 波 列 组 成 
的 ， 如 把 石子 投入 水 面 的 一 个 短暂 的 冲击 所 激发 的 圆 形 圈 不 是 一 个 而 是 一 串 ， 数 学 上 可 由 
一 个 波动 方程 描述 ， 其 解 是 周期 性 的 波 列 。Russell 以 不 同 寻常 的 敏锐 注意 到 ， 他 所 观察 
到 的 那个 波 绝对 不 可 能 是 波动 方程 的 解 。 随 后 Russell 进一步 提出 ; 他 所 磁 到 的 孤立 的 对 
象 实际 上 是 流体 力学 的 一 个 稳定 解 ， 他 那 时 已 命名 它 为 “孤立 波 ” (solitory wave)( 注 意 : 前 
面 所 说 的 命名 (1965 年 ) 是 “孤立 子 ” (soliton))， 可 以 说 孤 波 现象 的 发 现 是 “观察 机 过 + 敏锐 思 
维 "的 结果 。 它 与 冲击 波 ( 其 波 前 有 奇异 性 ) 不 同 ,“ 孤 立波” 到 处 正则 ,没有 奇异 性 ， 而 且 它 
不 扩散 ， 因 此 则 普通 的 波 包 不 同 ， 后 者 是 要 弥散 的 。10 年 之 后 (1844 年 )Russell 在 浅水 模 
中 做 了 一 些 实验 ， 用 多 种 方法 激发 ， 看 到 了 相同 的 现象 。 但 是 ，Russell 的 学 说 并 未 能 成 
” 功 地 使 当时 的 物理 学 家 信服 ， 从 Lord Rayleigh 1876 年 发 表 的 论文 可 以 看 到 ， 孤立 波 的 问 
题 在 当时 许多 物理 学 家 中 间 引 起 了 热烈 争论 ， 直 到 1895 年 才 告 一 段落 ， 即 60 年 之 后 ， 
Korteweg 和 de Vries 导出 了 著名 的 κάν 方程 ， 解 释 了 Russell 的 浅水 波 。 与 此 同时 ， 在 
1876~ 1882 年 发 现 了 Backlund 变换 ， 成 为 后 来 发 展 孤 子 理论 的 重要 基础 . 

第 二 阶段 大 致 可 划 在 1955— 1975 年 。1955 年 ，Fermi，Pasta，Ulam(FPU) 用 计算 机 
计算 了 一 维 非 线性 晶 格 在 各 个 振动 模 之 间 的 转换 ， 发 现在 时 间 足 够 长 时 能 量 又 似乎 回 到 了 
开始 的 分 布 ， 这 与 经 典 理论 是 背道而驰 的 ， 即 : 只 要 有 非 线 性 效应 存在 ， 能 量 就 会 均 分 ， 
各 态 经 历 的 现象 就 会 出 现 。 或 者 说 ， 任 何 微 弱 的 非 线 性 作用 ， 可 导致 系统 由 非 平 衡 态 向 
平衡 态 过 渡 。 由 于 FPU 问题 是 在 频 域 考察 的 ， 因 此 未 能 发 现 孤 波 解 。 后 来 ，Toda 研究 
了 这 种 模式 的 非 线 性 振动 ， 得 到 了 孤 波 解 ， 使 PPU 问题 得 到 正确 的 解答 ， 从 而 激发 起 人 
们 对 孤立 波 的 研究 兴趣 。 

1962 年 ，Perring 和 Skyrme 将 Sine-Gordon 方程 用 于 基本 粒子 研究 ; 1965 年 ，Zabusky 
和 Kruskal” 命名 Soliton; 1967 年 Gardner, Greene, Kruskal 和 Miura (20 发 明了 求解 
κάν 方程 的 逆 散 射 方法 ， 间 年 ，McCall 和 Hahm 做 出 了 激光 自 感应 透明 的 孤子 实验 ; 
1973 £F, Scott, Chu, McLaughlin 发 表 综 述 文章 "'  ， 在 电子 、' 光 学 界 普及 了 孤子 知 
识 ; 同年 Hasegawa 和 Tappert 预言 光纤 孤子 的 存在 ; 1975 4p, Krumhansl 和 Schicffer (29 
开始 研究 了 孤 波 的 统计 力学 。 

”第 三 阶段 (1973 一 小 把 孤子 概念 及 理论 广泛 应 用 于 物理 学 ， 生 物 学 ， 天 文学 等 各 个 领 
域 ， 如 在 文献 [15，16，18，24~26) 中 ， 将 孤子 应 用 于 场 论 模型 和 基本 粒子 ， 等 等 。 同 
时 ， 开 展 了 高 维 孤子 的 研究 . 1980 年 非 线性 效应 专刊 Physica D 问世 ， 与 此 同时 ， 
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光纤 中 的 孤子 已 在 实验 中 产生 出 来 ”“”。 此 后 的 发 展 更 是 突飞猛进 ， 文 献 数不胜数 ， 各 种 
专著 及 述评 琳琅 满目 。 据 作者 所 知 ， 有 关 专 著 及 述评 已 有 12 种 之 多 39. 


L2 孤子 方程 与 孤子 分 类 


孤立 子 理论 在 近 20 年 间 得 到 了 迅速 发 展 ， 现 在 ， 描 述 孤 波 现象 的 方程 包括 各 种 修正 
型 方程 ， 少 则 也 有 数 十 种 。 下 面 列 出 几 种 最 为 常见 的 方程 : 
描写 浅水 波 的 KdV 方程 | 
u + uu + pu — 0 (1.1) 


KdV 方程 也 是 其 它 许 多 领域 中 孤 波 现象 的 模型 : 如 在 长 波 小 振幅 近似 下 ， 可 描写 冷 等 离 
子 体 的 磁 流 体 波 的 运动 ; 非 谐振 晶 格 的 振动 ， 等 离子 体 离子 声波 ; 弹性 杆 中 纵向 色散 波 ; 
液 、 气 两 种 混合 态 的 压力 波 ; 管 底 下 部 流体 的 转动 ; 低温 下 非 线性 晶 格 的 声 子 波 包 的 热 激 
发 等 。 些 外 还 有 : 

修正 KaAaV(MKdV)g; & 


ut 6u u + u 0 (1.2) 
Benjamain 方程 (也 叫 RLW 一 一 正则 化 长 波 方程 ) 
и, + u + дии — Ву „= 0 (1.3) 
Burges7; f&- 
u, + uu + uu, — 0 (1.4) 
Boussinesq7; f& 
ο. (L5) 
KP 方程 
(и + дии + μι „+ уи = 0 (1.6) 
Fisher7; f8(n— 1) I 
| и,— àu — uu (1— u)= 0 (1.7) 


对 任意 n， 这 一 方程 称 为 反应 一 扩散 方程 。Fisher 方程 可 用 以 描述 流体 力学 、 等 离子 体 物 
理 、 热 核反应 和 人 口 增殖 等 问题 中 的 非 线 性 现象 。 

描述 流体 短波 和 小 振幅 极限 的 方程 、 描述 光纤 中 孤子 传输 的 方程 和 描述 光波 自 聚 焦 的 
方程 ， 都 可 归结 为 非 线性 Schrodinger(NLS)]; B. BP 


iu tu, t 2lul u= 0 (1.8a) 
如 果 作 变换 27 — z， 则 上 式 还 可 写成 
| iu + 5и, + |u|? u= 0 | (1.85) 


这 两 种 形式 分 别 在 不 同文 献 中 为 不 同 习惯 的 作者 所 引用 . 因此 ， 在 本 书 中 ， 也 将 根据 具体 
问题 的 方便 或 传统 习惯 ， 选 择 其 中 之 一 。 如 果 上 述 方程 中 再 加 入 zu 项 ， 即 可 描述 水 横 中 . 
的 非 传 播 孤 波 。 在 相 变 问题 、 айа. 自 感 应 透明 、 自 旋 的 传播 、 铁 磁体 的 Bloch 18. 
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超 导 Josephson 结 、 超 离子 导体 ， 电 荷 密度 、 表 面 外 延 等 方面 ， 都 可 归结 为 Sine- 
Gordon 方程 


u,— и, + sinu 0 (1.92) 
或 
и = sinu (1.95) 
描写 非 线性 唱 格 振动 和 非 线性 传输 线 中 波动 的 是 Toda 方程 
KRON e7 aT 0.11 eT n1, (1.10) 


δι᾽ 

在 小 振幅 和 连续 极限 下 ， 上 式 可 导出 KdV 方程 。 此 外 ， 还 有 Sinh-Gordon 方程 、 非 线 
性 Klein-Gordon 方程 、Hirota 方程 ， 等 等 。 

上 述 方程 都 给 出 孤 波 解 。 那 么 确切 地 说 ， 什 么 是 孤 波 解 ? 孤立 子 是 什么 ?” НЮ. τῇ 
立 子 还 没有 一 个 确切 的 定义 。 李 政道 认为 “4 : 在 一 个 场 论 系统 中 ， 如 果 有 一 个 经 典 解 ， 
它 在 任何 时 间 都 束缚 于 空间 的 一 个 有 限 区 域内 ， 那 么 ， 这 样 的 解 就 叫做 经 典 孤 立 子 解 。 可 
以 注意 到 ， 这 里 并 没有 给 出 孤子 的 明确 定义 。 因 此 ， 比 较 恰当 的 做 法 是 把 如 下 三 点 作为 孤 
子 的 工作 定义 ， 即 : 

(1) 孤立 子 ( 孤 波 ) 是 波动 问题 中 的 一 种 能 量 有 限 局 域 解 ; 

(2) 能 在 空间 给 定 区 域 稳定 存在 ; 

(3) 相互 作用 不 改变 各 自 的 特性 。 

孤 波 可 分 为 拓扑 性 孤子 和 非 拓扑 性 孤子 。 前 者 稳定 存在 的 必要 条 件 是 有 简 并 真空 态 ， 
即 在 无 穷 远 处 存在 不 同 的 真空 态 ， 或 者 说 有 不 同 的 边界 条 件 ; 有 孤立 子 解 时 ， 无 穷 远 处 的 
边界 条 件 就 与 没有 孤立 子 解 时 的 不 同 。 非 拓扑 孤立 子 不 需要 简 并 真空 态 ， 无 论 有 无 孤立 
子 ， 在 无 穷 远 处 都 有 同样 的 边界 条 件 。 一 般 地 说 ， 钟 型 分 布 的 正 、 负 ( 暗 ) 孤 波及 其 序列 都 
是 非 拓扑 的 ， 但 是 kink 孤 波 (其 模 方 或 其 导数 却 是 钟 型 的 ， 如 光纤 中 基本 瞳 孤 子 就 是 例子 
之 一 ) 是 拓扑 孤 子 。 

前 面 已 对 孤子 从 方程 角度 和 拓扑 性 质 上 进行 了 分 类 ， 同 一 方程 可 能 支持 两 类 不 同 拓扑 性 
质 的 弧 波 解 ， 如 NLS 方程 支持 明 孤 子 解 和 小 振幅 明暗 孤子 解 ( 非 拓扑 ) 及 基本 暗 孤 子 解 (拓扑 ) 


1.3 非 线性 方程 行 波 解 的 一 般 论述 


对 于 各 类 非 线性 方程 的 行 波 解 ， 北 京 大 学 唐 世 敏 在 文献 【41) 中 通过 Poincare 相 平 
面 轨 线 分 析 ， 系 统 地 讨论 了 行 波 解 。 本 书 将 用 作者 引入 的 极限 零点 及 非 极限 零点 分 析 法 来 
讨论 各 类 非 线性 方程 的 行 波 解 。 对 于 一 给 定 的 非 线 性 方程 
u = Flu, из, uo t) 
= | 
и„= F(u, uo М, tto) 
求 其 行 波 解 的 一 般 方法 是 ， 令 
и(х, t)- и(ё) ἕξ x— Dt (1.11) 
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At, D 是 标志 行 波 速度 的 待定 参量 , 代 人 人 非 线 性 方程 上 式 通 过 适当 的 积分 ， 可 能 会 得 到 

и,= P G) (1.12) 
或 

и,= Р(и) (1.13) 
对 于 式 (1.13)， 暂 讨论 Р(и) ROS dB 8 HFR (1.12), HE Ρ (u)> 0 {8 u АК 
肉 讨论 ， 这 时 ， 式 (1.12) 立即 化 为 式 (1.13) H 

Р(и)= + {Р (и) (1.14) 

X (1.12) 与 式 (1.13)? 还 是 有 很 大 区 别 的 ， 即 式 (1.12) 总 是 给 出 对 称 或 反对 称 解 ， 但 
R (1.13) 则 不 一 定 。 使 x,= 0 的 (5) fü. BB P(u)= 0 的 根 ， 或 者 是 μ(ξ) 的 极 值 点 ， 如 钟 
型 波峰 值 、 周 期 波峰 值 等 ， 这 时 称 为 非 极限 零点 ; 或 者 是 uC) 的 极 根 值 ， 即 “一 + оо 
时 x(e) 的 极 值 ， 这 时 称 为 极限 零点 。 下 面 给 出 两 类 零点 的 判 据 ， 设 ως 是 P(z) 的 某 一 零 
点 ， 如 果 存 在 某 一 s 使 


wp ρω 
0< lim | — "d «οὐ (1.15) |. 
则 当 s< 1 时 ，z2 为 非 极 限 零 点 ; Gps 1， 则 为 极限 零点 。 式 (1.15) 意味 着 在 u= и, 附 
近 ， 可 以 把 Ρ(ι) 写成 
P(u)= (u— u,) Q(u) (1.16) 
Xm: | 
Оби) 0 lQ (u < oo (1.17) 
因此 | 
< s(u— и, ο}! (и— u) Q'G) (1.18) 


由 于 在 式 (1.17) 条 件 下 ，Q(w) 在 u, 点 总 可 展开 成 (u 一 u OE IE BEI £ ОК АГЕЕВ 8 NA 
项 ， 因 为 如 果 这 样 ， 则 式 (1.17) 不 能 满足 )” 因 此 ， |О'(и„)| το, 8501.18: 当 s<1 
时 ， 在 poincare 相 平面 上 ( 即 以 x, WALER υἱ u 为 横 坐 标 所 描绘 的 曲线 ) 的 w= 2 点 ， 
IPA 人 ai 一 o， 这 时 对 应 于 图 1—1 同 宿 (homoclinic) 轨 线 的 一 个 端点 及 孤 波 峰 、 谷 处 )， 或 闭 
合 轨 线 的 两 个 端点 (周期 解 的 峰 、 谷 六 当 s> 1 时 ，|PAw)| < 吕 0， 这 对 应 于 同 宿 轨 线 的 另 一 
个 端点 ( 非 拓扑 孤 波 的 真空 态 ) 或 异 宿 (heterocline) 轨 线 的 两 个 端点 (拓扑 孤 波 的 两 个 简 并 真 
35 35). 

下 面 更 直观 地 分 析 其 意义 。 

当 3s> 1] 时 ， 由 于 |P4al<oco， 因 而 Pt 也 可 在 zx= u JEJE Ж (u и WERKEN 
式 ， 因 此 ， 在 w= и, 

| μ"(ἕ)-- Р/(и)и'— 0 
u" (E) P'(uyu" + P'(u)u" ^ 0 


9950046004056000009020060090€ 
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这 就 直观 地 说 明 ， 当 *> DM. u 是 P(w) 的 极限 零点 或 是 we) 的 极限 值 。 因 为 ， 只 有 z 为 
и 的 极限 值 时 ， 才 可 能 使 各 阶 导数 zx” (DI 1) 为 零 ， 证 明 是 简单 的 。 事 实 上， 在 *> 1 
时 ， 式 (1.13) 的 解 在 x= u 附近 的 渐 近 行为 是 (由 式 (1.16)) 

щи ul (s= 1) 

_— 1 _ 
(u— u) ' | 
AS u— u ENDE Š оо, mU, боо 时 ，u 司 wu， 这 再 次 说 明了 u, E (DU 
极限 值 。 


(> Ὁ (1.19) 


(a) (0) (ο) 


BE 1-1 
(a) ЯЕ. А 为 极限 零点 ，B 为 非 极 限 和 零点， 对 应 钟 型 孤 波 解 ; 
(b) RARR А, ВЮ, ХР kink f 
(с) HIE TEX. A ВУЧЕ, HEARE 


M s< 18, ТІР) oo， 故 用 上 面 方法 分 析 不 方便 ， 因 在 取 极限 过 程 有 - 些 不 
确定 性 ， 但 这 时 在 4= u, 的 渐 近 行为 是 


24! KO © (uu) (1.20) 


由 于 s< 1， 故 当 x= ис С, Sd i-i E.A. SU Ru. fn 
FUCA ο” „у= 0 v Q0 »', и еВ а. ни Е) 0, 
uE A 0, +, Ши, TREE OHARA, W ul) 由 两 个 同 向 kink 首尾 相 接 构成 ， 
To 其 它 情况 ， 可 作 类 似 的 讨论 。 

综 上 所 述 ， 在 讨论 式 (1.12)、 式 (1.13) 解 的 性 质 时 应 : 

(1) 首先 找到 P,(u) 或 P(w) 的 所 有 零点 ， 对 于 式 (1.12)， 需 要 去 掉 使 P,(w) < 0 的 区 间 ; 

О) 判断 各 零点 的 阶 数 s， 对 于 s< 1 的 零点 称 为 非 极限 零点 ，y> 1 的 称 为 极限 点 ; 


(3) 如 果 相 邻 两 个 零点 x 、z 都 是 非 极限 零点 ， eu, < u(2)< u, 区间 内 存在 周期 
解 (这 时 轨 线 是 闭合 的 )， 这 时 有 
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, PG) 
4 
i du 
则 | 
и(@)= HE- ἕν) (1.22) 
(4) жи. и, 都 是 极限 零点 ， 则 在 u < и< и, 内 存在 kink( 扭 结 ) 解 。 这 时 
so | Im (€ us us) (1.23) 
πω- fue (u < ux u) (124) 


и, 是 5= 86 时 ul(6) 的 取 值 。 基 本 暗 孤 子 就 属于 这 一 类 ， 这 时 轨 线 是 异 宿 的 ; 


(5) 如 果 u 是 极限 零点 ， 而 w, 是 非 极 限 零点 ， 则 在 wj < и< u, 时 存在 钟 型 孤 波 解 。 
这 时 | 


πω- | τς (u < ux u,) (1.25) 


=u > 0 时 是 明 孤 波 解 ， 当 zx; < 0 时 是 蜡 钟 型 孤 波 解 。 如 果 u 是 极限 零点 ， 而 dE 
极限 零点 ， 则 在 x < ως и, 时 也 存在 钟 型 孤 波 解 。 这 时 
πω [ γᾷ (u < u< u,) (126) 
и> 0 和 和 0 分 别 对 应 暗 ， 明 钟 型 孤 波 ; 在 两 种 情况 下 ， 轨 线 都 是 同 宿 的 。 
现在 讨论 Р(и) 为 虚 函 数 的 情况 。 对 于 式 (1.12)，P,(u)<0 也 属 此 类 情况 。 这 
BB Р(и)= + ЛР (х), — ЖГ Р(и)= Gu) G(u) 是 实 函数 。 这 时 定义 


R(u)= (1.27) 


du 
σω 
则 

μ(ξ)-- R Πέ-- é) (1.28) 
RF, R(u) 积分 的 上 、 下 限 由 上 面 所 述 凡 种 情况 分 别 给 出 ， 即 对 G Qu) 的 零点 应 如 同上 面 
对 P(u) 的 零点 分 析 一 样 进行 分 析 。 

一 般 地 说 ， 如 | 

ν(ξγ-- R'E- ἔν) (1.29) 

给 出 钟 型 孤 波 解 ， 则 и (Е) 将 是 周期 解 ， 如 钟 型 解 sech СЭ sech(ič)= 1/ (cos E) 恋 成 周期 
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f y ШЖ w(2) E kink, Mj (£) 也 可 能 是 周期 解 ; ШЖ νν(έ) 是 周期 解 ， 则 (6) 可 能 是 钟 
型 解 或 kink 解 。 尤其 ， 当 ν(ξ) 是 无 界 周期 时 ， 对 应 u(t) 可 能 是 有 界 孤 波 解 ， 这 种 情 
况 ， 在 求解 时 ， 注 意 不 要 漏 掉 。 


14 καν 方程 和 RLW 方程 的 行 孤 波 解 


4u(x. 1)= u(£) =x~-Dt， 则 代入 式 (1.1) 后 ， 积 分 两 次 可 得 : 

du? 

(@) = ?0 (1.30) 
Р (и)= Pim u + 3Du + 6Au+ 6B] 


这 是 一 个 三 次 方程 ， 一 般 有 三 个 零点 <, τε, <с,, JR 
— (u— c Xu— c ,)Xu— c) 
E 

则 当 u <ce BF, Р (и) 50: ще <u<c, Bf, P (и)< 0; ο «uc c, Rf, P (u) 50, Ἢ 
u >c, ΒΗ, P (и) « 0. "DAE c, ucc, 内 (Р (и) 50) 存在 周期 解 ， BD с,. с, 零点 
的 阶 s= 1/2, 因此 为 非 极 限 零 点 ; {Ес < u< с, 内 (Р (u)< 0) 存 在 周期 解 。 即 一 般 地 
讲 ,在 c,< и< с, 内 都 是 周期 解 。 在 и< c, 或 u> c, 时 有 无 界 解 (可 能 是 非 周期 的 ， 也 
可 能 是 周期 的 ) 185. Si c.c coL RS dE C e ARANE s= 1/2 退 化 为 5= 
1 (两 个 零点 合并 ) c (Re) 为 极限 零点 ， ο, 仍 是 非 极 限 零 点 。 于 是 有 


Ρω- (1.31) 


ҮЗи Н(и)= (1.32) 


| Z= Га 


ЖАЛ а ЖШ Ж T E 
2 а а 
u(č)= и + a* sech | Ev E (^. + Τη] } (1.33) 
ο а= 5 一 Ci 分别 是 无 穷 远 处 的 均匀 态 和 和 孤 波 振幅 。 
#u —0, u- 1, H 
u(x, t= 3D sech? /2 (x— Ри) (1.34) 


可 见 波 速 与 波幅 成 正比 。 同 样 ， 当 c, c 时 ， 也 可 作 类 似 的 讨论 。 对 于 周期 解 ， 这 里 
AR. 


х2 (1.3) B] RLW HIER 
du 1 
(5) δω 而 z2- Du’ — TL в| 


Р (u) а-а. DIET ОЖ TER KEE BE НВ ЫБ Кау 方程 的 相 
人 同 ， 这 里 不 再 详 述 。 
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15 Burgers 方程 和 KP 方程 的 行 孤 波 解 


对 式 (1.3) 积 分 可 得 
w= zl- 2ри+ C]= Р(и) ^ (135) 
由 此 ， 令 PA(w)= 0， 可 得 u= u,,. BIS Р(и) 的 极 值 点 ， 式 (1.35) 的 零点 是 
us= DEND'-C CD>c © 
只 要 积分 常数 C < 六 Pa 有 两 个 实 零点 ， 其 阶 数 都 是 s= 1， 因此， 都 是 极限 零点 。 
在 u <u<u, 之 间 存 在 kink f& 


1 u, M, 
u(x, t)= των u,)— (u,— u )tanh| z e- Ρο] (1.36) 
式 中 : 
u +u 
р= 2 (1.37) 


SES, u(— ©)=u > и(+ 0)= u, ΔΒ Τὺ (РП P CURE GS DECRE AE). 上越 
小 ， 激 波 越 陡峭 。 
ÆR (16) 中 ， 取 j= 1, 4— у= 12， 则 对 于 KP 方程 有 : 
Р(и)= 4- "m 1 (12р? Qu + В a+ Ξ) 


2 2 (1.38) 


u, = P(u) 

式 中 : 

¿= [x+ py— at] | 
ΕΙ Кау 一 样 ， 这 是 积分 两 次 后 得 到 的 ， 而 且 一 般 情况 ( 见 图 1-2) 也 同样 有 三 个 零点 (考虑 
都 为 实 根 的 情况 )u, <и, < wu,。 三 个 零点 把 (u,，u, ) 区 间 分 成 两 部 分 : 在 其 中 之 一 上 ， 
P(u) >0;， 在 另 一 部 分 上 P(x)<0.。 选择 参数 p. q. C 使 零点 4 移动， 移动 方 向 是 使 p (u) 
< 0 区 域 缩小 ， 使 u, αι. u, 中 的 一 个 重合 ， 在 这 时 ， 这 一 点 处 的 零点 阶 数 由 s=1/2 变 
成 s=1， 因 而 成 为 极限 零点 ， 另 一 非 重 根 零 点 仍 是 非 极限 零点 (s=1/ 2)， 故 在 这 区 间 存 
在 明 钟 型 孤 波 


2 
u(č)= a sech {να z) (1.39) 


1 2 
a= 44— 3р 


Φ 


a= к! Ҹар= k, Ҹад= o 


则 
u(x, t)= k'sech'(k x+ k,y— ot) (1.40) 
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X (1.39) 成 为 
k o= 4(К\+ 3k) (1.41) 


ERERTk k 和 o 三 者 之 间 的 关系 。 


1 一 2 


1.6 MKdV 方程 的 行 孤 波 解 


将 式 (1.2) 积 分 两 次 可 得 

| Р(и)= — u'-- Du? + Аи+ B (1.42) 

求 根 方程 是 四 次 实 方程 ， 一 般 有 四 个 零点 。 由 于 复 根 是 成 对 出 现 的 ， 因 此 ， 就 实 根 而 言 ， 

”或 者 四 个 (包括 重 根 》 或 者 两 个 ， 或 者 没有 。 如 果 只 有 两 个 实 根 ， 则 这 两 个 零点 是 非 极限 

零点 且 s=1/ 2， 若 在 这 两 零点 之 间 Pa) > 0， 则 只 有 周期 解 。 如 果 有 四 个 实 零点 ， 则 在 

P(w) 的 正 值 区 间 ( 如 图 1—2(a)u, <и<и,, Жи, <и<и, El ης <u<u,) 
存在 周期 解 ， 因 四 个 零点 都 是 非 极限 零点 。 

在 图 1-2(ayB. u, ~u, Bf. джи, <и<и, Жи, <и<и 分 别 存在 负 钟 型 孤 波 解 和 
正 钟 型 孤 波 解 ， 因 这 时 4 Ru, 重 根 变 成 极限 零点 (= 1). 

在 图 1-2(by. щи и, u u ΒΗ, Ши <и<и, БТЕ kink( 扭 结 ) 解 ， 这 
8и. u ,都 变 成 极限 零点 。 如 果 25 一 uw,， 则 在 x, <и, 区间 存 在 正 钟 型 孤 波 解 ; Su, 一 
u BF, и, < u < xu, 区间 存在 负 孤 波 解 。 

对 于 图 1—2(д {8 δὲ (шз. DFR +” 58А D0) Ri: 

Жи, "и, 在 u, « иси, 区间 ， 有 正 扳 波 解 
u (u,— u,)t u,(u,— u anh! (52) 


μ(ξ)- (1.43) 


(u,— u )+ (u,— u ian! (5c) 
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Eu cux (Ru) ΚΗ, ΝΑ 


1 


ΤΟΣ ΠΕ 
u(č}= ——— (1.44) 
(u — u,)+ (u, 一 u )tanh (σε) 
Ame 

k= 4 (u,— uu, — и) 
当 式 (1.42) 中 4-0 BF, u,— —u,. u,— —u,. ΕΕ Ви, >u Ri RES 
и,%0, и, =0， 这 时 ， 式 (1.43)、 式 (1.44) 分 别 化 为 
ε(ξ}-- + w,sech NS (1.45) 
对 于 图 1 一 202) 的 情况 (如 式 (1.2) 中 了 到 “一 号 且 D<0 时 )， 则 : 
Mu, αμ, u, u BECA SO 时 有 这 种 情况 ) wx, 、u, 均 为 极限 零点 ， 这 时 有 kink fg 


u(t)- + [3 tanh| Бр (x— pp | (1.46) 


щи, >и, 时 ， 有 正 孤 波 解 (u < u< u) 
u u,- u )— u (u, 一 u tanh? (54) 


и(ё)= (1.47) 


(u,— u )— (u,— u, tanh (52) 
24 u, u, Hf. u, < ux и, 有 人 负 孤 波 解 
k 


u,(u,— u )— u,(u,— u tan (22) 


μ(ξ}Ξ —— aM 
— (u, — u,)+ (u, — “дап (52) 


(1.48) 


1.7 NLS 方程 和 Sine— Gordon 方程 的 行 孤 波 解 


对 于 式 (1.8)， 作 变换 
u= (x, te n 
代 人 式 (1.8) 并 分 离 实 部 与 虚 部 ， 则 : 
$ — D0 — ФӨ —29'— 0 
$0. «20 0 +Ф =O 
BU- х— Би, Eo x- D it, 0-00, Ф= B(E,)， 则 可 以 看 到 


9 -р-б-—-—-р _8- 
δε Digg. 7 Digg 


(1.49) 


于 是 : 


2 3 
Ф + D,00, — (9, ) + 2@)= 0 (1.50) 
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90. , * 20, 0, — D,@, = 0 (1.51) 


考虑 到 9/ax= 0/06, 0/ дЕ,, sü (1.51) 可 改写 成 
$'0 4200 0 -Ρ,ΦΦ = 0 
对 上 式 积分 
Ф'(00,— D )= φῶ) 
可 取 φ(ὴ-0, FE 0 =р,/2, RAR (1.50) 
dg 


2 4 2 2 
(E) = P,(@)= — Ф*+ 2(р,— 2D D )@° + C 


POS RAE: Ф = + [be Vo rac | 2 o= t [b ατα 


RH, b= (D,— 2р,р,)/4. 一 般 情况 下 ( 即 无 重 根 时 )， 它 们 都 是 非 极限 零点 ， 且 
5=1/2, эң С 为 不 同 值 时 : | 

"C»0m. Ф, < Ф<0<Ф <8, ШЕФ, «ox 9,4010 < ὡς @ 两 区 域 中 
都 存在 着 周期 解 。 

3 — b /4« C< 08, Ф, < Ф,<0<Ф,<Ф,, 于 是 在 B,< B< 8B 和 DB,<9 
< Ф 两 区 域内 也 是 周期 解 。 

当 C=0 时 ，$,= $,= 0，@ = — 多,， 这 时 有 在 孤 波 解 

= Ф sech[j@ | (x — D.t)] (1.52) 
对 于 Sine-Gordon 方程 ， 设 4=u(E) &-x-Dt AA(.9) 
(D°— Du, = — sinu 

可 解 出 

. 2.1/2 
d am 


在 上 式 中 ， 内 、 外 取 同 号 时 表示 O< |и|< 2* 之 间 的 正 扭 结 解 ; 且 取 负 时 ，x< 0; HUE 
Bj. и> 0。 当 内 、 外 取 异 号 时 ， 表 示 反 扭 结 解 。 


u(x, t)= + arctan| 
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孤子 方程 的 解析 解法 


如 上 所 述 ， 孤 立 子 现象 存在 于 大 量 非 线 性 物理 中 ， 从 而 得 出 了 描述 孤 波 演化 的 各 种 非 
线性 方程 。 第 一 章 中 的 孤 波 行 波 解 只 是 这 些 方程 的 最 简单 的 解 。 孤 立 子 的 性 质 及 其 理论 研 
究 还 远 不 止 如 此 。 这些 具 有 孤立 子 解 的 非 线性 方程 有 一 系列 重要 的 共同 特征 : 它们 具有 无 
穷 个 守重 律 ;: 有 化 为 线性 方程 求解 的 方法 ， 即 逆 散 射 方法 ; 存在 Backlund 变换 ; 完全 可 
积 性 等 。 此 外 ， 还 出 现 了 许多 独特 的 支 分 : Lax 和 AKNS E AAE. Darboux 变换 
法 、Hirota 方法 、 变 分 法 和 不 变量 方法 、 各 种 微 扰 法 。 本 章 将 介绍 其 中 一 些 方法 。 


21 逆 散 射 方法 一 到 dV 方程 


211 逆 散 射 方 法 的 一 般 论 述 
现 以 Кау 方程 为 例 ， 说 明 单 分 量 方程 的 逆 散 射 求解 过 程 。 对 于 Кау 方程 


u - бии + и „= 0 (2.1) 
8 
u=v +v + À (2.2) 
代入 式 (2.1)， 并 作 变 换 
y- f (2.3) 
于 是 有 
Y „+ (λ-- и = 0 | (2.4) 


AREA ul г) 为 势 函数 的 Schrodinger 方程 。 这 个 方程 的 求解 ( 正 、 逆 问题 ) 是 量子 
力学 中 非常 成 熟 的 问题 ， 因 此 ， 如 果 能 从 式 (2.4) 中 反 演 出 ux Ὁ, WR (2.1) 的 求解 即 
ΞΕ ΕΣ 

于 是 ， 设 想 从 µία, 1) 的 初 值 (x，0) 出 发 ， 由 式 (2.4) 求解 出 式 (2.4) 中 的 谱 参 
ЖА. 一般 情况 下 ，4 是 随时 间 演 化 的 ;但 后 面 的 一 个 定理 说 明 ，4 是 与 时 间 无 关 的 ; 这 
使 得 以 上 求解 框架 能 够 实现 .由 量子 力学 知道 ， 当 |x| 一 oo иј оо, ， 对 应 于 量子 力学 


无 穷 远 处 为 零 势 点 的 情况 ， 于 是 在 无 穷 远 处 对 应 于 自由 态 ， 因 此 ， 在 4= k’ >0 时 ， 
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式 (2.4) 有 平面 波 解 ， 即 有 边界 条 件 : | 
| (n k, е "-b(k te^ id 
VG. k, г) ~ alk, De ^ (хә — o0) 
在 u(x，0) 为 势 阱 的 情况 下 ， 对 “能 量 ”( 即 谱 参 量 )4= 一 k^ <0 (m= 1, 2, e, ΝΑ 
有 限 个 (N 个 ) 束缚 态 ， 其 本 征 值 是 离散 的 。 对 束缚 态 ， 在 无 穷 远 处 “粒子 ”( HHE T Jj 
学 中 的 粒子 ) 出 现 的 几率 为 零 ， 因 它 被 束缚 在 有 限 空间 中 ， 因 此 有 边界 条 件 : 
Yœ К, Dv c Ge (хә + оо) 
VG ks Do etm | 
RP, bk БЯС alk, Ὁ 为 透射 系数 ; c (0— (k. D 是 标志 衰减 的 因子 。 
由 量子 力学 的 归 一 化 条 件 


(2.5) 


(2.6) 


(x — o) 


+ op 
| |w | dx=1 Jal el^ 1 


Җ(2.5). K (2.6)rF halk, t) b(k, D. c (0 的 计算 步骤 是 : 首先 由 势 u(x，0) 所 对 应 的 
Schrödinger 方程 式 (2.4)， 分 4> 0 和 4< 0 两 种 情况 ， 求 解 出 波 函 数 (х, D. ACOBIE 
本 征 值 问 题 ， 这 在 量子 力学 中 是 一 个 简单 过 程 (但 步骤 往往 很 繁 )， 求 解 出 VCO k DME 
Ту „бо 大，1) 之 后 ， 取 极限 即 可 得 到 其 渐 近 式 (2.53)、 式 (2.6)， 于 是 b(k, 0). а( 0) 
和 < (0) 在 取 极 限 过 程 即 可 得 到 。 但 这 些 系数 只 是 :=0 时 的 值 ; 对 在 任意 1 的 值 ， 需 由 下 
面 定 理 得 到 。 得 到 各 个 系数 后 ， 再 由 散射 数据 求 出 式 (2.4) 中 的 wx， 六 ， 这 是 逆 散 射 问 
题 ， 具 体 过 程 是 由 以 下 Gelfand-Levitan-Marchenko(G-L-M) =R: | 


K(x, y, t)+ B(x+ no | B(y+ z,t)K(x, z, tr)dz- 0 (2.7) 
y>x K(x, 2, !) 50 (24z— oo) 
4 
| Κα. t)= K(x, x, t) 
可 求 出 
u(x, D- - 22 К ἢ (2.8) 
式 中 : 


N το ; 
B(x, = ус (ђе "a 元 | b(k, te" dx 
me 1 — ою 


ЖҮ SE H X (2.4) ИИИ (2.5), RO BARO, TEREMNEK 电磁 逆 散 射 原 
理 》( 西 北 电 讯 工 程 学 院 出 版 社 )。 下 面 给 出 谱 参 数 时 间 无 关 及 散射 系 演化 的 定理 O . 
定理 1 考虑 Schrödinger 方程 
y+ A- uy= 0 一 00« x< + o0 (2.9) 


如 果 их. D 1 κάν 方程 式 (2.1) 的 解 ， 且 当 |x|— oo 时 急剧 趋 于 零 ,- 则 式 (2.9) 的 离散 特 
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ШАНА, λ,, е А 为 时 间 无 关 常 数 。 
证 由 式 (2.9) 解 出 4= (у / V) 4 КА κάν FEARI ψ 得 : 


Ay + [YR у. R] = 0 (2.10) 
R= у +y, 3+ Др . (2.11) 
当 |x| 一 oo BB. A, 的 特征 函数 及 其 导数 趋 于 0。 对 式 (2.10) 积分 有 
A y dx= à, = 0 (2.12) 
其 中 用 到 波 函 数 的 归 一 化 条 件 ， 上 式 即 为 
1 = 常数 (2.13) 
证 № 


定理 2 在 定理 1 的 条 件 下 ， 式 (2.9) 的 离散 数据 的 演化 由 下 面 给 出 : 
e (t) c (εδ, N= b(&, Oye alk, D= alk, 0) Q.14) 
AP, c (0). b(k, 0). alk, 0) 5 KdV JERII u(x, 0) 所 决定 的 散射 数据 。 
证 由 式 (2.13) 即 4, = 0， 式 (2.10) 变 成 
YR = RY, 0 
即 
R + Q— u)R= 0 


因此 与 式 (2.9) 有 完全 相同 的 形式 ， 即 R 的 解 可 由 几 的 解 的 线性 组 合 表示 ， 即 


R= C(ty + D(t)o (2.15) 
9 是 与 线性 无 关 的 解 ， 可 取 为 | 
"dx 
ф= | S (2.16) 
T 
对 于 离散 谱 4 的 本 征 函 数 ， 则 是 
"dx 
φ,- | — (2.17) 
TA 


由 于 当 |x| 一 oom, |Ψ, | 是 指数 衰减 的 ， 故 p ,是 无 界 函数 ， 因 此 式 (2.15) 右 端 D(D)= 0, 15 
式 (2.15) 代 入 式 (2.10)， 并 乘 以 少 后 积分 
[ G.) + [ ο... co | V^ dx (2.18) 


由 归 一 化 条 件 及 边界 条 件 ， 上 式 左 端 为 零 。 因 此 CG)=0， 又 因 xto y~ 


ε (e ”， 由 式 (2.15) 及 式 (2.11) 可 得 
de (t) 
dt 


= 4k.c (t) 
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即 
c (= e, (Qe 


对 于 连续 谱 ， 可 以 认为 4 与 无关 ， 当 xm o Ву alk, De s. 


连续 谱 式 (2.15) 中 的 CG) 0, D(s 0， 代 入 式 (2.11) 及 式 (2.15) 可 得 


(at+ ik'la+ 3k'a)e * = С(ђа(ь, De “+ DD] e™ dx 
0 


Bp 
a, 4ik'a= C(t)a+ эю e" dx 
0 


因此 DG)= 0, Н 
a + (4 这 — C()a- 0 


MY + co PF, p e “+ b(k, De RAR (2.11) 及 式 (2.15) ΠΒ: 


ο(δ-- 4ik? 
b = 8 δ 
Rp 


b(k, D= b(k, Oe 
alk, 1)= alk, 0) 


2.1.2 Κἀν 方程 解 的 几 点 性 质 
KdV 方程 解 具 有 如 下 几 点 性 质 : 


注意 到 , 对 于 


(2.19) 


(2.20) 


(D) 只 有 那些 使 Ke 0)=0( 对 任意 月 的 初始 注 人 u(x，0)， 即 无 反射 势 Kx，0)， 才 


支持 纯正 孤 波 解 。 在 b(k, OA 的 情况 下 ， 一 般 是 孤 波 解 与 色散 波 并 存 。 
(2) 即使 是 以 sech"(x) 方 式 注 人 ， 也 只 在 特定 幅 值 时 才 支持 纯正 孤 波 。 设 


u(x, 0)= 一 U sech’ x 
WESH T =tanh x, Schrödinger 方程 变 为 associated- Legendre 方程 
d 
ar(a- T 7 ]+ ος тту 0 0 
M 4= k'> 0 时 ， 只 有 连续 谱 ， 且 本 征 函 数 是 
VQ. k)= a(k)2" (sech x) “Fla, b; ë, z] 
AP: 


а= 1 一 这 + (U + 17 


(2.21) 
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č=1-ik z= 501+ Т) 


Ha, Б; 2, Ζ15 WG ΒΒ JL f 8 δ (Һурегретеігіс function, Н z> Q* = x— — ою, 
zo] =хә + о, Рахо rol. AER: 


VG, k) » a(ke ^ xo — o 
- ., AREEN (a b— e) -ip , a(k)[(e)[ (c— a— b) ie m 
να k) ГОР) € *t"re-are-Bb © to 
于 是 : 
ak) Γ(ῶ) (5) 


Γ(ΟΓ(α-- b— e) 
a(k (T (с a— δ) 
T(c— a) (c— b) 
当 b(k)5-0 BF, G-L-M 方程 的 解难 以 用 封闭 形式 给 出 ， 一 般 要 借助 渐 近 分 析 和 数值 分 

析 ， 因 此 这 里 只 讨论 b(k)=0 的 情况 。 由 T 函数 的 性 质 


rG- G+ 8) s 


(2.22) 
b(k)= 


于 是 ， 在 式 (2.22) 中 b(k) 的 分 母 
rē- ar(e— 万 = r[5- (0,+ D μμ. D I 


4 2 4 
_ z 
i cos| v [U ,+ D] 
НЮ. b(k)- 0 的 条 件 是 
dU 1) = (w+ 5)" = U = N(N+ D (2.23) 


N 是 任意 正 整 数 。 也 就 是 ， 当 以, 以 式 (2.23) 形 式 注 人 时 ， 才 有 纯正 孤子 解 。 

G) 束缚 态 本 征 值 数 目 可 通过 а(ю). БОК) 的 奇 点 数目 得 到 ， 若 式 (2.23) 中 alk) b(K) 
有 确定 有 限 值 ， 则 代表 连续 谱 及 其 波 函数 是 确定 的 。 但 当 ak) b(O 变 成 奇异 (如 无 限 
值 ) 时 ， 标 志 用 连续 谱 ( 自由 态 ) 方式 对 波 函 数 描述 失效 ， 此 时 必定 对 应 于 束缚 态 (离散 
i). AE, alk) 及 (4) 的 奇异 点 数目 必定 对 应 于 束缚 态 的 数目 ， 即 本 征 值 和 本 征 函 数 的 
数目 ， 并 且 这 些 奇异 点 同时 给 出 了 本 征 值 。 由 于 函数 ГО) 在 五 为 负 整 数 时 变 为 无 穷 ， 故 
在 上 半 平 面 上 ， 这 些 奇 异 点 是 使 b= 一 m(m= 0，1，2，. 当 的 天 值 ， 即 


1/2 


ke i[(v 2) -~ (m+3)] 0.24) 


1/2 
于 是 ， 只 要 (U6+ 了) >. мохои, > 0, В ΑΜΑ. KEEMA 
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| 1 1⁄2 1 
(ον). στ)» 
x 一 |х 


的 所 有 m 取 值 (保证 在 上 半 平面 ， 即 k= + ikje е 是 衰减 的 小 
于 是 ， 本 征 值 数目 是 


172 
N = in| (u,+ 2) -Σ]Τ1 (2.25) 


Eng 4 

上 式 ( 仅 在 上 式 ) 中 nt ，] 代 表 取 整 运算 ， 当 [，] 中 的 值 是 整数 时 ， 式 (2.25) 后 的 +1 ЖОН. 
特别 是 ， 当 UV Ν(Ν DBF, Җ(224 k-i(N-m)-in(n-1. 2, +=, М), ВК = 
= in 为 束缚 态 N 个 本 征 值 ， 一 个 本 征 值 对 应 一 个 孤子 态 ， 其 孤子 的 速度 是 45. Xd 
值 正比 速度 ， 

(4) 上 面 已 看 到 束缚 态 本 征 值 可 由 式 (2.24) 给 出 ， 即 当 D = N(N+ DRE x = n. Ж 
实 上 ,本 征 值 还 可 通过 直接 求解 Legendre 方程 得 到 ， 只 要 令 4= — κ᾿, U = ΝΙΝ! DR 
入 ， 也 可 求解 得 kK,= п(п=1, 2, oes Лік), HERRER (T) Β associ- 
ated Legendre 函数 ， | 


2.2/2 d 


P*(T)= ud M ES (2.26) 


213 Kav 方程 解 的 初 值 问题 


前 面 已 讨论 了 在 Uo=N(+1) 的 情况 下 ，b(k)=0， 这 时 G-L-M 方程 有 封闭 形式 的 
解 ， 且 本 征 值 为 А„=—к„ к„=п(л= 1,2,1 Xk=ix ) 相 应 的 本 征 函 数 是 РУТ). TH 
给 出 两 个 具体 例子 ， 以 对 整个 逆 散 射 方法 的 步骤 作 一 说 明 。 

|. N=1 的 单 孤子 情形 

Щщ ΝΞΙΠΗ, 052, г=0 时 Sturm-Liouville 本 征 值 方程 是 

y + Q+ 2 sech дй = 0 
变换 后 


fec PREIS Ge oe 


XB. T=tanh х, "s А=-к0 («0)B к=к, 7 1 时 才 有 束缚 解 ， 相 应 的 离散 本 征 
函数 是 


yo Po (tanh x)= — sech x 


AEIR 
y (x)= 27! sech x 
式 中 用 到 sech x 的 无 穷 积分 为 2，yi(Oo 的 符号 也 是 无 关 紧 要 的 ， 这 个 解 的 渐 近 行为 是 
V, (x) ~ 2e -x x> оо 


因此 ，c,(0)= 2 ”， 于 是 在 任意 时 间 ， 由 c(i) 的 演化 方程 有 
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"o 21/26“ 


对 于 重建 u(x,) 来 说 ， 因 为 我 们 已 经 选择 了 这 样 一 个 使 b(k)= 0 的 初始 剖面 ， 上 面 这 个 变 
换 式 足够 用 了 。 于 是 G 一 L- M 方程 中 的 | 
В(х; t)= 98- х 


于 是 G 一 L- M 方 程 是 


+ o 
К(х,21)+ 27 9*4 ?| K(x,y; De" UT 2 dy= 0 


x 


这 意味 着 可 取 
K(xz 1)= L(x,)e ' 
代入 上 面 方程 有 
L+ 2e6 "+ ue" | e "dy- 0 
解 之 得 
деб х 
L(x,t)2 一 
Gt) Γι е 
于 是 可 得 
u(x,t)- 22. E = — 2 sech’ (x— 4t) 
, Ox ` + "um 2x 


这 就 是 一 个 幅 值 为 2， 速 度 为 4 的 孤 波 。 
2. N= 2 УЖ | 
当 N= 2. U= N(N+ D= 6. + sturm— Liouville 方程 是 
df фу λ _ 
τία-Τ үр + (6+ 一 二 \y=0 
这 个 方程 在 4= 一 x (< 0) 时 ， 有 两 个 束缚 解 ， 即 ке x = 1 和 k= ко = 2。 相 应 的 归 一 


化 本 征 函 数 是 : 

VG) ҮШҮҮ sech x 

y (x)= ХЗ ы, 
这 些 解 的 渐 近 行为 是 : 

y (x) N6e * 

> + 

у(х) ~ 2N3e 7 ΣΤΡ 
因此 : 

c,(0)— V6 c,(0)— 243 


c (= Уве“ ce (t)= 243 e” 
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在 前 面 已 选择 b(k)— 0 (对 任意 k) BEIER 上 也 有 b(k,)= 0， 于 是 函数 
B(x,)= 6e" «12,9 2 
由 于 在 级 数 中 有 两 项 ， 因 此 G 一 L- M 方 程 是 


δι- x 


Tc 
K(x,z; η. 6e б 12е° 9 | K(x,y; 6e ο + 12e 20+ Pay 0 
容易 看 出 ， 天 (x,z; [!) 的 解 可 写成 下 面 形式 : 
K(x,z; t)= L Gute + L,(x,t)e ` 2 


— 22 


这 是 由 于 BG) BUEBRSmEÉ.TqUAG—L—MJr gite qe “的 系数 ， 
可 得 两 个 方程 : 


+ o + ос 
L + 6e" "+ 6e" 四 | e "dy4 L| е” )= 0 


х х 


+ о + о 
L,+ 12e + iae (c, | e "dy4 L| ο” ay |= 0 


x x 


这 是 一 个 关于 L o L.,BUSEJPYCERTEZI ERR. def nda: 


81— 2x 81— 3x 


L + 6e + 31.6 + 2L,e 


64t— 3х 


0 


641— 2х 641— 4x 


元 ;十 12e +4L e + 3L,e = 0 


于 是 有 解 : 


72t— 4x 


641 2х 
L,- 12(e 5 +e ) 
式 中 : 

D= 1+ 3e “+ 39997 g eTA 
因此 ，KdV 方 程 的 解 可 写成 


u(x,t)- 一 24 К(хух; η-- = 2-4 (Le Le ^| 


dx 
8t— 2x 721— ὄχ. 64t— 4х 
- еа 
dx D 
化 简 后 可 得 
u(x t)= — 1235 4cosh(2x— 8t)+ cosh(4x— 647) 


[3 cosh(x— 281)+ cosh(3x— 365] 
为 了 说 明 上 式 是 双 孤 子 解 ， 作 代 换 上 = x 一 16r, 上 式 变 成 
ибх) — 12 3+ 4 cosh(2c 十 241)4- cosh(4£) 
[3 cosh(£ — 121)4- cos(3¢+ 129] 
45 6 固定 ( 即 在 速度 为 v= dx / dr— 16 的 坐标 系 中 观察 ) 在 r 一 了 o Bf 
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ибы) > — 8 sech? (22+ 3In3) 
车 作 代 换 w= x 一 44， 并 把 # ЕХЕ, Уг + co 时 

u(x,t)> — 2 sech (л 53) 
也 就 是 说 在 г + so 时 ( 即 充 分 的 过 去 和 充分 的 将 来 ) 都 能 观察 到 两 种 以 不 同 速度 运动 的 
孤 波 。 

由 于 远离 孤 波 处 ，u(x,1) 为 零 ， 故 1 一 + oo 的 渐 近 解 可 表示 为 
ибх) —8 sech? (2 jn 3)- 2 ech (n4 2113) 

可 以 看 到 : 小 孤 波幅 值 为 2 速度 为 4 大 孤 波幅 值 为 8， 速度 为 16。 小 孤 波 从 -cc 运动 到 
+ec 要 产生 相 移 - 3In3 一 了 In3 — 3, 而 大 孤 波 则 产生 相 移 jln 3— (一 y In3)= m3. 


2 2 
3. N—W-FER 
当 U = Ν(Ν 1Η. RA 六 个 离散 谱 ， 没 有 连续 谱 ( 即 对 任意 k b(k)-0) ЖЕ 
值 是 4= 一 k^, к= K = n(n=], 2, +=, N) Е, ЖЕЛЕН 
у(х) © P(tanh x) 
其 渐 近 解 是 
ү =e (Qe " x + оо 
式 中 ，c,(0) 应 由 归 一 化 条 件 确定 ， 于 是 
c, (D= c, (Qe ' 
这 时 G-L-M 方程 中 的 
В(ху= Y c^ Qe" 7 nx 
因此 G-L-M 方程 是 
K(x,z; + у cH oe" 一 12(x+ z) + | K(x y; t) Y cH e no+ Эду= 0 


х 


由 于 B(x,) 仍 是 分 离 变 量 型 函数 
В(х+ z,)= ΣΧ, (хы)27 (2) 
显然 ， 式 中 Z Go) e κε”, FE Κατ: t) 可 选 为 


K(x,z;t)2 У L DZ (2,1) 
代入 G-L-M 方程 并 比较 Z.,(z,1) 的 系数 可 得 


N +o 
L (x,1)4- Y (х,2)+ XL. eo] 5, O, DX (у,1)ау= 0 (n= 1,2, N) 
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这 是 一 个 关于 各 个 上, 的 元 非 齐 次 线性 方程 ， 因 此 有 确定 的 唯一 解 ， 写 成 矩阵 形式 是 
[A] [L]= [8] 
vb. [L], [BIR p| A ШЕШ). HOCRUEL MB, А. 其 中 : 
В = O кх O 全 πχ 


-- (к + к„)х 


2 е 
A =ó +e (t) 
тп тп M KT κ 


于 是 
[L]- — [A] [8] | 
由 于 K(x,x)= [E] [ZL]， 这 里 的 列 矢量 矩阵 [的 元 素 已 , = e I7. EXCEL EE АЖ ШЕ? 
TE — cie “nt - BE, 
因此 
Καρ) ГЕТЕ ΣΕ ΕΞ ~ E A, В = АЖА, 
= ία” 44}. 1 di4l ὁ 
и (4 is |А| ах = ax |4ἱ 
于 是 
2 
u(x,t)- — 2 d ; In | A| 
x 


这 里 |4|= DetL4]， 现 在 把 C,(D) 及 


X, œ= cie" С” 
Z G,)= ε 
RATI uxt) WRG = x 一 4куг= x 一 An tJERORB TEE, ΕΧΕΙ 
u(x,t)^ — 2n sech [n(x— 4n t)? x ] (= 12,4, N) 
Wix 则 由 


п— Sgn(n— m) 
п+ т 


N 
eu П 


m= 1 
тёп 


(n= 1,2," N) 
mE. FE Miro + ə BÍ 
u(x,t)> — 2} n^sech[n(x— 4n t)* κ] 


ΕΝ. u(x,) 代表 М-ДА. 
以 上 求解 的 前 提 是 无 反射 势 ,对 于 有 反射 势 的 情况 , 即 (2-0, REOR (2), 
C283 等) 对 一 些 较 简单 问题 作 了 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 参考 这 些 文献 ， 
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2.2 Lax 4& T5 AKNS 推广 


221 单 分 量 情形 


借鉴 量子 力学 ， 引 和 Lax 算 子 ，AKNS 以 此 为 基础 ， 把 前 面 求解 KdV 方程 的 方法 推 
广 成 一 般 形式 。 量 子 力 学 中 的 Schrödinger 方程 ( 见 曾 谨 言 《量子 力学 》 上 册 ) 为 : 


iy iyo 


~ 27 μ᾽ o 
对 上 式 作 形 式 积分 可 得 (ЖН IR REA t) 
ψί)-- e^ yO0) (2.28) 
引入 人 么 正 变换 ; 
U(n-e 7 
А » (2.29) 
Ut = e 
Vu: 
U(0)- 1 
^+ 六 ος ~-i 全 4 (2.30) 
U U-UU =1= U =U 
R (2.29) JH 3] H JE (Hermite) E, WA = H, R (2.28) 变 成 ， 
y= UWO) 
V (0) U` ψ (0) (2.31) 
πα πο. А RE 
Ay (0) Аё (0) 02.32) 
Wig U (r) 作用 其 上 并 利用 式 230. € 
(б AU * XUv(0)]- АЁ (О) (2.33) 
B| А: 
4(D)= U AU* 
Д (2.34) 
(= Όψ0) 
式 (2.33) 成 为 
A(W = дро) (2.35) 


RIMER UOK 1-0 时 的 算 符 及 波 函 数 变换 成 1 时刻 的 对 应 量 ， 同 时 ， 这 也 说 明了 
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4() 与 4 有 相同 的 本 征 值 ， 但 本 征 值 函 数 各 不 相同 。 或 者 说 ， 如 果 Schrödinger 算 符 
给 定 ， 则 4 单 值 决定 ; 反 过 来 则 不 然 ， 即 使 给 定 ¿ Schrödinger 算 符 不 能 单 值 决定 ， 即 
其 中 的 势 x(x，D) 不 能 决定 ， 以 式 (2.34)、 式 (2.35) 中 的 么 正 变换 移动 的 系统 给 出 了 所 有 相 
同 的 本 征 值 。U (1) 随 时 间 变 化 是 


240. Daia 0200 iy, Bo] 496) 


式 中 : 

Е πω] = A(0H()— AOAO (2.37) 
Em. H()- ОНО“, ， 并 用 到 式 (2.29)。 有 了 这 些 关 系 式 ， 可 证 明 本 征 值 4 不 随时 间 变 
化 ， 由 式 0.35), 


εγω А) βὲ E WO αἱ eo 


将 式 (2.27)， 式 (2.29)， 式 (2.36)， 式 (2.37) 代 人 上 式 
- AQ BO Bü) AQ AQ)Hy()- y+ AHy(t) (2.38) 


由 于 αὐβωφὼ- AMÒ Ий” υψο- Ù å HYO), A()Hy()- Ü AU* HUV(0)- 
САНО * Όψο- U AHy(0)， 这 里 已 用 到 器!、 U 与 及 是 对 易 的 性 质 ， 这 一 点 可 由 式 


(2.29) 看 出 ， 万 的 任何 次 赛 都 与 自身 对 易 。 因 此 式 (2.38) 最 后 给 出 


аА 
dt 


即 本 征 值 不 随时 间 变 化 ， 现 在 回 到 一 般 非 线性 方程 
и = N(u) (2.39) 
定理 3 如 果 能 从 式 (2.39) 出 发 找到 (如 通过 某 种 变换 ) AKATU, Ойт. 
志和 一 个 线性 厄 米 算 子 ( 即 自 伴 算 子 ) 启 ， 满 足 


= 0 


iA, і |- ἃ]. Lh (2.40) 
和 
L- Аф (2.41) 
则 本 征 值 4 不 随时 间 变 化 ， 且 几 的 时 间 演 化 由 
ο py (2.42) 


给 出 。 于 是 ， 如 果 这 样 的 L、 三 一旦 找到 ， 则 可 由 式 (2.41) 确定 Z[x(x，0)] 的 本 征 值 ， 这 
也 是 任意 时 刻 μα. Ὁ] 的 本 征 值 ， 再 由 式 (2.42) 确定 散射 参数 的 时 间 演 化 、 
证 明 ”由 于 已 限定 及 是 厄 米 的 ， 可 通过 
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iÙ = HU U@O(=I 


Bp Ün- eU 


ΜΗ ζω. WA. U U-I- 00°, ШЕЙ (RA = 


34 r= 0 时 
LOW(0)= λψ(0) 
在 任意 时 刻 构造 算 符 及 波 函 数 : 
L()- U LU ° 
Y= UWO) 
于 是 如 同 证 明 式 (2.36) 一 样 ， 可 得 到 
ôL _ 
ΓΕ 7 -- [1. H| 
这 意味 着 ， 由 式 (2.45) 所 构造 的 二 满足 式 (2.40)。 于 是 式 (2.44) 可 变换 成 
L(OW(O= λψῷ) 
类 似 于 得 到 式 (2.38)， 可 证 d4v dr= 0， 同 时 式 (2.45) 中 对 v (0 ЖЖ 
aj)  9U() 


à a YO 
利用 式 (2.43) 
255. ййу@)— iye) 
JI Bp (2.42), 
222 双 分 量 情形 


(2.43) 


Н). +E, 


(2.44) 


(2.45) 


(2.46) 


证 № 


现在 把 Lax 推广 成 一 般 形 式 ， 以 二 分 量 情况 为 例 ， 设 对 式 (2.39)， 可 以 找到 依赖 


Fux, 的 线性 算 子 工 和 线性 厄 米 算 子 万 满足 : 


Ly= Ау 
ду 2 
a Hv 
式 中 : 
νι 
y= 
У, 
.d . 
Hx 一 iq(x. t) 


(2.47) 


(2.48) 


(2.49) 
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ln 


式 中 ，A，B,C 依赖 于 q. rf 和 x，it， 将 式 (2.49) 代 和 人 式 (2.47)、 式 (2.48)， 并 消去 
Vus Yo Va Vo RAER o ν, 的 系数 可 得 : 


ix 2x 
А =4С—тВ (2.50) 
B +12АВ= 4 — 2Aq (2.51) 
C — 2ἱλΟ-- r + 24r (2.52) 


到 此 ， 由 初始 值 r(x，0)、gq(x，0) 代 人 式 (2.74) 18 Ж GE {И Ж} (ñ PJ ( UE HR 

Cv (x, 0), у, (х. 0), RER) > oo. ΠΛΑΚΑ. TERNAN q, r, 

和 4,， 则 由 式 Q.50— 2.52) 可 解 出 4, В, ΟΧΙ», q 及 4 的 依赖 关系 ， 代 人 式 (2.48). πὶ 

Ἡ v.s v, 渐 近 态 (散射 参数 ) 随时 间 的 演化 。 不 同 的 q, А, B, С, и 对 应 于 不 同 非 线 

性 方程 式 (2.39)。 下 面 考虑 式 (2.50) ~ R (2.51) 的 某 些 简单 的 解 ， 可 把 解 的 形式 设 为 : 
А= VI 


n= 0 


N—1 
B= У p?" (2.53) 


n= 0 
N- 1 

c= Σολ" 
n= 0 


先 令 4 = а,б КАЖО50 B AT. FAROS RSDR i BP M 


(N~ 1) 


C ”， 以 后 按 这 样 过 程 依次 求解 4” S Bo n, ο A gh, 
Co». ... > A> в, σὺν 49.,p9 co 
以 №=3 为 例 ， 可 求 得 : 


A= a à + a,À + (σα, αν αι je 3a24r— zaar,- q.r)t a, 


. ,2 fi 1 i 1. o 1 i 
B= ia À + (ia:4- 34:4, ps ia q+ 54,4 r— sa,q,— 44,4, (54) 


a qr’ + la r r 


. 2 | 1 . 1 1 
C= ia rÀ + (ia r+ 2411, je la r+ 5 2410.7 483 P 


2 2 
同时 ， 还 可 得 到 (最 后 两 个 方程 ) 


(0) (9) 


4,= 24А q+ B, | 
(2.55) 
r= — 249p. C” | 
成 为 : 
i 1 . 
q,— B 44:0... бата .)— 542;0,.— 2q 7)+ la,q + 2a,q 
u | | | (2.56) 
* I r= 7 4930.7 бат ,)+ 544, — 29r) ia ғ. 2a,r | 
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于 是 : 
KdV 方 程 
q,* 644,+ 4,,- 0 
ЯТ r= £l а= а= а,= 0, a,= – 4 
MKdV 方 程 
44 64 q,* gu.=0 
对 应 于 r= #4, а„= αι αι 0, a,= — 4i 
NLS 方程 


lI 
© 


iy ,+ @„#24 47 
对 应 于 а„= а,=а,= 0, а,=— 2i к= +4. 
(2.53) S f КЕРК, A. В. CHARA: 


а(х, t) 
А 


_ b(x, t) 
B= À 


А= 


_ ες» t) 
c=- 


i 
a = ian, 
q,,7 — 4iag 


г = -- Фаг 
xt 


x. 


几 种 特殊 情况 是 : 
Sine 一 Gordon 方 程 


对 应 于 a= Z cos u, b= c= sinu, r=—g= su. 


Sinh— Gordon Ж 


и = sinh u 
xt 


对 应 于 a= 了 cosh и, — b= c= + sinh u, r= q= TR 


23 二 分 量 方 程 的 逆 散 射 方法 一 一 NLS 方程 
2.34 Lax 对 


本 节 以 NLS 方程 为 例 ， 来 说 明 二 分 量 方程 的 逆 散 射 方 法 。 由 于 Νις 方程 是 光纤 孤 
子 理论 的 基础 ， 因 此 这 里 将 对 NLS 方程 的 求解 过 程 作 较 详细 的 介绍 。 由 上 节 结 论 ， 对 应 


—30 — 第 一 部 分 “孤立 子 基础 理论 
于 NLS 方程 
iuc u c 21u| u= 0 


(0 LHASR&(--—4.g-uy 


Qo ij 
~ dx q 
L= (2.57) 
-2 - ы 
~ | -2i + 244+ ig, 
i- (2.58) 
—24'А+ iq! 2i - ilq]? 
式 (2.47) 即 为 | 
hix 0 0 — ig 
d + у= Ду 
_ id — iq 0 
0 x 
可 改写 成 
0 —q 
d + . у= Ду 
х — q 0 
Jio REDHA 


式 中 : 
| 0 и(х, 1) 
U(x, 1)= А 
— u (x, t) 0 
| O (2.59) 
737 (o 一 ) 
这 时 式 (2.47) 及 式 (2.48) 可 写成 : 
ду - Ov ς 
== L v r Mv (2.60) 
L = — de, U(x, ἢ | Q.61) 
M= -ixo + a0- i| 0°+ Ὁ, |o, 02) 


232 Jost 解 与 散射 矩阵 


在 二 分 量 的 情况 下 (参考 文献 ON )， 也 可 以 仿照 单 分 量 情况 证 明 ¿L =0, Bl 1 不随 
时 间 变 化 。 我 们 注意 到 式 (2.57) 中 ZL* > 工 ， 即 寺 是 非 厄 米 的 ， 因 此 式 (2.47) 的 本 征 值 4 不 ` 
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是 实数 ， 在 Id-* (ld > oo) 的 条 件 下 ， 式 (2.6]) 中 人 ,一 -iho,， 因 由 式 (2.59) 可 知 U 一 0， 


这 时 式 (2.60) 为 
Vui n ‚| νι 
»„ | Lo i|», 
即 
v x= - v, 
y,x— + a] 
有 人 解 : 
- их 
v = e 
+ Их 
v. = е 


在 一 般 情况 ，v ΜΙΣΑ o. o FLU. V(o 与 是 同一 解 ，5 与 W 也 是 间 一 解 ,只 是 
PIRE xo + oo fl xo - о 的 极限 ) 其 中 : 


«|| 


P ψπ|}Φ, YRT AAE 4 为 实数 时 上 由 式 (2.61)] 


a,L σι L. 


于 是 式 (2.60) 对 于 多 ， 有 (利用 os,o,= D 


de ` ^ ж ж а * ^ ж ж 
dx = L, Ф = 去 [ce o |-[σ,1,σ, | [n.o с, | 


d * - 2 * 
axle? s, |= АС Ф s, | 


ERER с,Ф'0: 与 @ 同样 都 是 式 (2.60) 的 解 ， 故 二 者 相等 ， 即 


即 
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. 9, 9) 9, 9, 
с,Ф с,= -ἰ _ = $= 
9, τι 9, 2 


Шр, = – ф,, @,= 91， 因 此 结合 上 面 xo + oo 的 渐 近 式 ， 式 (2.60) 的 四 个 解 φ, φ 
或 消灭 满 足下 列 关 系 和 渐 近 式 : 


„ЕЕ 


S| 


x> = © (2.63) 


x> + 90 (2.64) 


[ЕШ 


VAM o. 9. V. ψ ҢАЖИ ЕРДЕ эл Н, ВОНРЕДЕН 
来 ( 因 是 线性 方程 ) EWKA у, PERE φ. BIN: 


x+o | дет" 
ф= аўр+ by -- | 


(2.65) 


式 (2.63) 给 出 pg，5 在 x 一 -co 的 渐 近 式 ; 而 式 (2.65) 却 给 出 了 它们 在 x 一 +eo 的 渐 近 式 ， 从 
式 (2.65) 中 可 解 出 : 
а= V.9,— Vo, 
рохро, (2.66) 
式 (2.65) 中 第 一 式 可 改写 为 : | 
а= р, Аф τ A) 


X (2.67) 的 浙 近 式 是 : 
хә + оо 时 ， 右 端 (由 式 (2.64)) 


11.4 о], 

M. + | (2.68) 
-1 1 — ix ` 

a М (2.69) 


Ь(2,А) 
a(t À) 


(2.67) 


x — о], Αα 
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由 于 式 (2.67) 是 恒等式 ， 故 当 x+cc 时 ， 左 、 右 端 都 应 趋 于 式 (2.68) 34 x 一 -oo 时 ， 左 、 
右 端 都 应 趋 于 式 (2.69)。 因 此 ， 式 (2.67) 的 物理 意义 是 : 左 行 波 在 右 方 人 射 ( 式 (2.68) 第 一 
项 )， 经 过 势 吕 (x，1) 的 作用 ， 一 部 分 透射 到 左 方 ( 式 (2.69))， 另 一 部 分 反射 回 右 方 ( 式 (2.68) 
第 二 项 )。 式 (2.60) 式 的 渐 近 解 式 (2.63)、 式 (2:64) 可 写成 矩阵 形式 ， 即 ; 


x— + оо е“ 0 
$= (o. p) 一 ax (2.70) 
0 e 
x + oo 0 ος 
yy -DD — Ν (2.71) 
e 0 


于 是 式 (2.65) 变 成 (4= a`, b= b) | | 
e- уту |: M x— + oo I. Ud ол» 
Ь α — be" α e | 
容易 验证 式 (2.70). = (2.71) 是 式 (2.60) |х| + oo 的 解 ， HT3|x|—> + оо, u(x, t) 
— 0 (kink 解 不 满足 此 条 件 ， 应 另行 处 理 ) 00-0, TE 
ve 67 a 1+ (> ixo, + a ix) ait E (o ix) σ᾽’ e 
由 于 s, = 1, s, = e, сү= L ==, Bit E K Pj πὲ 
i (~ 这 xz) 十 xC ix) + 3-C idx)? + == 0 | 


: 1 "EV 1 TENE 
0 1— (— 1Ах)+ x Мх) 一 3 C iÀx) Toce 


上 式 正 是 式 (2.70)， 在 一 般 情况 下 ， 由 于 Ф ER (260) 的 解 ， 因 此 满足 
@ = L Ф 
HF T (L = 0( 由 式 (2.61) 及 式 (2.59))， 因 此 | 
ας ἀειίφγ-- T, L,* ἀει(Φ)-- 0 


Вр ἀει(Φ) 不 依赖 于 x， 故 可 取 为 x 一 一 oo 时 的 值 ; 由 式 (2.70) 有 det($)— 1， 同 理 可 
得 децу )= 1. Bi | 
det(®)= ἀει(Τ)« det(9) >  det(T)= 1 
亦 即 
lat, А+ (60, A= 1 (2.73) 
由 式 (2.67) 可 得 到 


_ 2 
1= |, 5| bre, л)? (2.74) 
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上 式 是 透射 系数 与 反射 系数 平方 差 为 1， 与 量子 力学 中 的 平方 和 为 1 不 同 是 由 于 工 不 是 自 
伴 子 ( 即 厄 米 算 子 ) 可 以 证 明 ( 见 附录 } p y 在 上 半 平 面 ( 即 Im 4>0)， 解 析 ; Ф, VEF 
半 平 面 (Im 4< 0) 解 析 。 这 一 点 也 可 通过 渐 近 式 (2.63)、 式 (2.64) 或 式 (2.70)、 式 (2.71) 看 出 ， 
因 在 上 半 平 面 e^ Ho е Q(x < 0, |4] оо), eX ет Hr 0 (к> 0, 
|090), Р 9， 区 也 一 样 。 于 是 由 式 (2.66) 可 知 a(t， 四 在 上 半 平 面 Im4> 0) Β 
PC，4) 中 出 现 了 天 和 9， 他 们 分 别 在 下 半 和 上 半 平 面 解析 ， 故 它 只 能 在 二 者 交界 处 即 实 
轴 上 和 解析， 在 上 半 平 面 是 不 解析 的 。 由 于 a(#， 放 在 上 半 平 面 解析 ， 故 在 Im A0 的 区 域 
不 会 有 奇异 性 ， 但 可 以 有 零点 ， 一 般 情 况 下 ， 它 可 能 有 高 阶 零 点 ， 但 这 里 只 假定 它 有 М 
个 一 阶 零点 1 AS ons ALS B 

alt, À )= 0 (n= 1, 2, 4n) (2.75) 

даа, A) 


—M #0 (一 阶 零点 ) 


λ- À, 

H T (2.67) 是 描写 连续 谱 的 自由 态 的 关系 式 ， 因 此 对 于 连续 谱 a”'、; 是 确定 且 有 限 
的 ， 但 当 a c.r 发 生 奇异 时 ， 代 表 式 (2.67) 对 连续 谱 的 自由 态 的 描写 失效 ， 因 此 这 时 必 
对 应 于 非 连 续 谱 的 非 自 由 态 。 妓 对 应 于 离散 谱 的 束缚 态 。 因 此 ，a(:， 力 的 关于 4 的 零点 
值 即 为 束缚 态 的 本 征 值 。 既 然 a(r, A )= 0， 则 由 式 (2.66) 在 4= 4 Sb Vp = Vio, 
Ж oo V φ,σψ,. оосу, 用 比例 系数 联系 起 来 ， 

ф(х, τν A= b (OW(x, t à) (2.76) 
. 注意 : δ, (ОЖАР О,65) a δή, λμελ- A 的 取 值 ， 尽 管 在 alt， 4,)=0 时 式 (2.65) 变 
成 p= Ыр. 这 是 因为 式 (2.76) 中 的 5,(1) 与 4 X3. m H = (2.76) X 1Ε Im 2» 0 


的 上 半 平 面 内 的 一 些 离散 点 上 ， 只 是 比例 系数 ; 而 式 (2.65) 中 的 61， 人 (按照 式 (2.66)) 只 定 
义 在 实 轴 上 (Im 4=0)， 但 仍 与 4 Ж. 


233 Jost 解 对 谱 参 数 的 渐 近 行为 和 无 穷 个 守恒 律 
在 讨论 逆 散 射 方程 时 要 用 到 波 函 数 相对 谱 参数 的 断 近 行为 ， 现 在 研究 | 和 -ce 时 ， 式 


(2.60) 的 解 : 
v = — АУ + "η M 
| . v= (2.77) 
у. = MV,— u νι Va 


Hv, ν,, up 
u 
(У + iav), Μο idv) [u[^v, (2.78) 


Hja o 时， 式 (2.77) v, = — idv (иу, 项 忽略 ) iXBEy e s 但 当 uv, 不 可 忽略 
时 ， 即 势 u(x, г) 较 大 时 ， 对 v 的 影响 用 下 面 的 8 来 表示 ， 即 


-- dx B 


v = e (2.79) 
代入 式 (2.78) 可 得 B 的 方程 
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u| “= 0 (2.80) 


或 用 a= B. 代 之 ， 上 式 成 为 


Юда= a + 19 + |u] 
и x 


2 


(2.81) 


ix 


EFAJ o BF, ve . Bb. HÁ (2.79), B- 0, Am a= В, 0, Tan 
ЖАЮ ЈЕР. HAORA 0, B 


1] — “ 


a= = k (2.82) 
12} 622): 


代入 式 (2.81) 并 展开 ， 上 比较 系数 可 得 : 


% = lel 
. (2.83) 
= uu. 
EL (C) + PEL (2.84) 
因此 
B= B+ | adx- f, + zl xudx+ O(À |) 
= B+ al lul dx+ Ο(1 ^ 
EB = Б(— oo)= 0， 则 由 式 (2.79) 
ve" ел1 B= |] рах OQ 2) (2.85) 


124 


将 上 式 代 回 式 (2.77) 的 第 二 式 ， 可 得 


1. 


ve = την (x, 02 O( ^) . (2.86) 
这 一 组 解 即 为 9 中 的 两 个 分 量 p,，9，。 同 理 ， 可 得 另 一 组 即 少 的 两 个 分 量 几 | V: 


их _ 1 


yie оти 0077) (2.87) 
+ 
ye = 1+ 2i lul dx4 075) (2.88) 
ЕЖ p， 少 都 是 上 半 平 面 (Im >и; 同 理 ， 在 下 半 平 面 Gm 4< 0) 可 得 : 
фе “= Tu оо? (2.89) 


2 


— -i 1 x _ 
Фе “一直 | lul "dx+ Ο(1ὴ (2.90) 
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+ о 


ge"-1-3| |шах OQ") (2.91) 
ye" = ai £007) ` (2.92) 


式 (2.85) 一 式 (2.92) 给 出 了 NLS Σια, г) 5 Jost 解 的 关系 ， 利 用 式 (2.66) 及 式 (2.85) 
一 式 (2.88)， 在 上 半 平 面 (Im 4> 0)， 当 1 一 cc 时 
alt, = фф, V o, 


x + о 
1 2 1 2 
== (1+ zi ш а) al fu] dx 


+ al ο e | ма) Vio, oQ ὃ 


+ со 


= I+ 3i | |и|?ах+ Ο(1 3 (2.93) 

同 理 得 (ТЕЗЕ Af Е, A ο): 
b(t, A= O(A |) (2.94) 
r(t, λὶ- Οἱ) (2.95) 


HEAREN BURG αι, Л) Угж. Bt. HEE u Πλ πα, DEAE 
来 ， 可 得 到 一 系列 守恒 量 。 由 式 (2.66) 和 边界 条 件 式 (2.64), 
a(t. = бте” (x, t, 2) 


这 是 由 于 在 式 (2.64) H, x co n. уз (0) ее вру, 0, v, e". ш 0.63) 只 


Ж x o ΙΙ. XE x + ©, R (2.63) 不 能 用 ， 因 此 有 上 式 。 再 应 用 式 Q.79)(v, 
BD o). 


a(t, λὶΞ lim e (e7 ег) lim e^ 


хә το х» + 0 


Вр + о 
Ina(t, A)- β(οο, N= | adx (2.96) 


HR (2.82) RA (2.83~ 2.84), a 及 各 个 xi (k=l, 2, ++) 与 u(, x) 有关， 于 是 式 (2.96) 
右 端 是 | 


与 时 间 无 关 。 
因为 左 端 <(t， 力 与 时 间 无 关 ， 因 此 
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+ 
„= | a (x, Ddx k= 1, 2, = (2.97) 


是 守恒 量 ， 上 式 给 出 了 NLS 方程 的 无 穷 多 个 守恒 量 ， 前 四 个 是 : 
n | juļ dx 


— оо 
+ oo 
I - | uu dx 
1 x 
— 00 


+ 
А 4 
„= | (uu, + |u] )dx 


一 00 


+ о 
1,= | (ии `+ 4|и| uu + luu u dx 


式 中 : 代表 粒子 数 ，T,，7, 分 别 代表 动量 及 哈密 顿 量 。 这 一 点 在 等 价 粒 子 理论 分 析 中 
也 可 看 出 。 | 
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定义 函数 
7100, Volx, υ Ae I 
0x. t, у= { @ wes t е má» 0 (2.98) 
р(х, t. Ае Im 4<0 


这 个 函数 在 Im 4< 0 的 下 半 平 面 解析 ; 在 上 半 平 面 ， 除 a (п. ЛВ А А. А, 
…，4 和 处 外 ， 也 是 解析 的 ， 在 实 轴 上 存在 跳 牙 (由 式 (2.67)). 


r(t, M(x, υ λε" | (2.99) 
将 9 Жу KAER (2.92) A 32.98). # E. Ἐ ΕΠΗ 


θα, t Ajo H + OQ `") (2.100) 

这 里 已 考虑 到 a (n 29 1+ OAT X 由 式 (2.93) 考虑 )，Cauchy 积分 公式 
0x. t, λγ- НЕ 55 [44λἠ oc. t λῃ-- Ë ] ] (А 2] (2.101) 
积分 回路 如 图 2-1 所 示 。 其 中 ， 复 4 的 上 半 平 面 的 小 圆 各 绕 a (r, Аун Ж ЖА (n=l, 
2, =s №. ERIO, [0 n 40—|]]|= ой иии де 


时 趋 于 零 。 于 是 式 (2.101) 的 右 端 只 剩 下 两 部 分 : 其 一 是 沿 4 的 实 轴 积 分 ， 即 Kx 5 Ay 
、 其 二 是 绕 各 极点 积分 ， 即 za ( ΛΕΒ 处 的 留 数 之 和 RO 4， 办， 它们 分 别 是 : 
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4'— À 


+ оо 


= 1 r, AW t Λη} (由 式 2.67) (2.102) 
2πι A'— À 


R(x, t N= — Y Res (5657722) 


πα] 2= А, 


ii, x 


N 
- Уф(х, t 4 е 
п= | 


да( À) 
дА 


= (2.103) 
(Q А) 


Аз А 
п 


2—1 
在 式 (2.102) 中 的 第 一 项 为 上 半圆 的 实 轴 积 分 ， 第 二 项 为 下 半圆 的 实 轴 积 分 。 在 得 到 式 
42.103) 时 ， 已 考虑 到 小 圆 路 径 的 方向 是 顺 时 针 的 ， 因 此 右边 有 一 负 号 ; 由 于 a(t， 力 的 零 
RA JÉé— 80, ES Q.103)a" (t, А) =да/ 04% 0， 将 式 (2.76) 代 人 式 (2.103)， 并 令 


b 
c(t, À) ©) 


则 有 


R(x, 4 N=— b 1 χο, Ανα. 1, A en © (2.105) 


Җ (2.105) 与 式 2.102) 之 和 即 为 式 (2.101) 的 左 端 ， 并 且 其 中 4 在 整个 复 平面 上 取 值 。 特 
别 地 ， 当 4 的 值 取 到 下 平面 时 ， 式 (2.101) KARTA г, Д) 表示， 也 就 是 利用 
X (2.98)， 取 Im 4< 0 时 的 表达 式 ， 即 克 x，# Де“, 它 与 右 端 相等 ， 因 此 


| 1 
ф(х, t, κ. Kx, t, А+ R(x, t A) 
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亦 即 
VO. t A- IN: I. t 0+ RG t де“ (2.106) 
此 式 中 的 4 在 下 半 平 面 。 当 4 以 A— (e> 0 为 实数 且 60) 38 R F GERI. ЖШ 


y, 
y= И 7 可 得 
2 


V * ( ， Lh À) 1 N V (x, t, 4,) | 
n -| |+ y— c(t, | 2 F 
= UN (x, t, А 0 „14— А, y» (x; t, А) 
+ о ( Lh А) " 
«| ZÜ 2 И i |: САЯ ux (2.107) 


2m ML À+ ie W 1. Л) 


当 取 下 半 平 面 的 41, (Im 4, > 0=Im 41 «0, n= 1, 2, +=, М), AEDE, ЖШ 
A (2.64) 的 第 二 式 及 式 (2.106) 可 得 


V; Qs b A) IN ΠΝ ‚Г ® 5 ы) 
- (х, t, 4,) как + 2 — А, ee ον. (x, t, À AP 


1 [` nu АГС t 25 Q^ αλα 
+в] x : ον ΤΩΝ; (2.108) 
(2.107) & д, (2. SRAY, (x t A v, " 5 ÀA )EV (x, υ 2, у(х, DA 为 
实数 )Mz= 1，2，…，N) 是 待定 量 。 只 要 已 知 с, À πέν 加 随 工 的 演化 就 可 确定 它们 ， 
因此 ， 它 们 就 是 NLS 方程 的 Zakharov—Shabat 3X t 8} 2; ΒΒ. 需要 的 散射 数据 有 4 ， 


c(t А та, AImA4=0)，n=1，2，…，N。 如 果 从 式 (2.107) 和 式 (2. 108) 是 解 出 了 ，， 
则 可 利用 (2.92) 式 解 出 u(x, г), Bp 


u = ZG t A3e"7—240077) λα 
利用 式 (2.64) X, y,-—wvi. TR 


ue D= [р ε де” |+ 24007?) Ma 


HR (2.107) 和 式 (2.108) RAAH W (LA) у] LAD V; (хы), фу; OSA). d 
x (2.107) E: 


-v=|or 5 


1 i x 
rea AS „Ае 


+ o 
工作” καλὴ Ды 
+ a | P- ariet 5 Δ а} 


v= [i+ y саз À 0 t A e ^* 
n= | n 
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十 o0 
1 r(t, A^) ae" da! le — dx 
+ ΙΝ απ A+ it V, (x, t, "е 
由 于 当 4 一 oo 时 ，47 (4 一 1) 21 ДИ (A^— А+ 1} 2 — 1， 因 此 


-|- Aye (n Аро υ Àe 


| r G, Аро n Me "d ar (2.109) 


HERA. га. λ)- 0， 这 时 式 (2.109) rp y; (x, 1. A.) 仅 需 由 式 (2.108) 解 出 ， 
A (2.108) 变 成 : 


VQ t, д jen = re 


一 c(t. Аро t Aem (2.110) 


n 


N mai 
-y œ n A e Ie Σ m ον Ао B Ae ^ (ли) 
п= 1 一 


N ^ H * 
u œ 0)= —i2Ye (5 Аф, t, д ђе" (2.112) 
nx] 


式 (2.110)、 式 (2.112) 构 成 2V 个 线性 方程 组 ， 可 以 确定 2Ν TOR RU; (x, t А) 
VOS b AQ. (п=1, 2, s №), ， 式 (2112) 给 出 了 无 反射 时 的 孤子 解 。 
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以 上 只 考虑 了 式 (2.60) 中 的 第 一 式 ， 现 在 来 考虑 第 二 式 ， 研 究 散 射 数 据 的 时 间 演 化 。 
在 前 面 分 析 中 ， 把 :只 作为 参数 ， 因 此 前 面 的 Jost o 和 峭 ( 即 式 (2.63)， 式 (2.64)) 虽 然 满 
足 式 (2.60) 的 第 一 式 ， 但 不 可 能 满足 它 的 第 二 式 ， 因 此 引入 一 个 待定 函数 he, Л), 使 
κι. Хро. t 国 满 足 第 二 式 ， 由 于 Μι, ДУ χ 因此 ho 仍 满足 第 一 式 ， 于 是 式 
(2.65) 修 改 为 

h(t, Аф(х, t, 2) h(t, Aalt, λψία, t, А+ b(t, yc t. 4) (2.113) 
代入 式 (2.60) 式 ， 即 用 (37 Br 一 村 ) 作 用 上 式 ， 应 为 0， 由 于 |x| 一 cc 时 ，M 一 一 i240,， 
而 且 式 (2.113) 的 两 端 都 是 方程 的 式 (2.60) 的 解 ， 即 同一 波 数 的 两 种 表述 ， 左 端 p(x，t， 少 
在 x 一 -cc 时 的 极限 及 右 端 水 VE x 一 +cc 时 的 极限 都 是 已 知 的 ( 式 (2.63)、 式 (2.64))， 由 
此 (通过 等 号 ) 也 就 知道 了 9 在 x 一 +oe 的 极限 值 和 式 (2.113) 右 端 在 x~~co 时 的 极限 值 。 
(0 /8 t-M) 分 别 作用 于 式 (2.113) 的 左 、 右 端 都 应 为 零 ( 同 波 函 数 的 两 种 表达 》 
对 于 左 端 ， 在 x 一 ce 时 


(+ ic, Jatt, μα, 0 Q.114) 
E 
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ων ω Da QA h(t, A= 0 


于 是 


h(t, N= е 
HFA x> + off 


11. 01. 
[2+ 0А? „неда ME b(t, ИБ I 


Ih. dalt, A+ 222 ps. дад, A= 0 


Bp 


2 [κ һа. А)] i22 [hlt Aalt, λ)]-- 0 


将 式 (2.115) 代 入 式 (2.116) 得 出 
да(, А _ 
Q 
BB a(t, A) 不随 时间 变化 ， 式 (2.115) RAR (2.117) 得 


δ. iM b, λ- 0 


= 0 = а(1,4)= a(0,4) 


Bp 


ia? 


blt, A)= ЬО, Ае 
以 上 是 连续 谱 的 情况 ， 即 1 定义 在 实 轴 上 。 
对 离散 谱 ， 当 4= 14. 时， 式 (2.76) 修 改 为 


һа, A фо, υ À = hlt, À b (рб, t. A) 
ЗЕР. 0/0 一 MWERUPSRQ.120). ЖЖМ — А20 


由 左 端 ， 有 
ὃ : ⁄ 1 ü x 
(б + 0240, att. Zu -0 
Bp | 
ка, А) e P 
由 右 端 ， 有 


0], 
E + 02420 , Jae љое 0 


将 式 (2.112) 代 入 上 式 ， 可 得 
b (t) b (0)e = 0 


(Im λ-- 0) 


3? 


(2.115) 


(2.116) 


(2.117) 


(2.118) 


(2.119) 


(2.120) 


(2.121) 


(2.122) 


UB. НРА, 是 确定 的 ， 故 5 AJ ROS 有关， 这 一 点 应 与 式 (2.119) 相 区 别 . 
ἘΠΕ, b, OXA, 的 依赖 已 体现 在 下 标 半 上 。 再 由 式 (2.67)、 式 (2.118) 和 式 (2.119) 
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- 0. 0 1 
T^t δ, 2) 
"o 23-70. 2 
(2.104) 
b (t) 
c(t, UTD lu ax" (2.124) 
QAM. or fm 
式 中 : 
b (0) 
00, Άρτος D ΄ 
дА 4= А 


前 面 已 说 明 α(ο, A)dE ЕР ШИЙ. HE N 个 零点 4,。 由 式 (2.93) 可 知 当 Ao о 


B. a(0, 2-1. Bib, Ære, 2)— 0 即 无 反射 时 ， 它 必 有 下 列 形式 : 
э àsà, 

а0)= Пт 1; 
ἈΠ, л 需要 由 初始 条 件 确定 ， 再 由 初始 条 件 确定 8(0，4)。 于 是 ， 由 式 (2.122)， 
A (2.124) 可 确定 b(t1，4,) 和 c(t:，4,); 再 由 式 (2.110)， 式 (2.111) 求 解 Jost 


у.о b AX 最 后 ， 从 式 (2.112) 即 可 得 到 N- MFR и (х, D. 


2.3.6 NLS 方程 的 ΝΕ 


寻求 孤子 特 解 的 步骤 是 : 

Ф 假定 无 反射 ， 即 Kt， 力 =0 ( 即 DA= 假定 a(D 只 有 一 阶 零 点 ， 即 具有 式 
(2.125) 的 形式 ;. 假定 式 (2.122) 中 的 O= e^ ^, BT ΑΕΕ 0", 22", 
A',7Ym(L) x, ΕΒ. GE: 在 线性 方程 组 式 (2.110) 和 式 (2.111) 中 ， 只 需要 散射 数据 
cl， 刘 及 加， 因此 ， 只 要 给 出 5,(0) 及 a(0， 为 ， 由 式 (02.124) 可 确定 с(ь А). ΕΚΕΙ, = 

(2.123) 给 出 的 bf， 为 ， 即 连 续 谱 4 的 b(t， 力 是 不 需要 的 。) 
| © 由 式 (2.110) 和 式 (2.111) 解 出 线性 代数 方程 的 解 区 ЯП у. 
© 代入 式 (2.112)， 求 出 м-т. | 
© 对 于 有 反射 情形 ， 至 今 还 未 严格 解 出 线性 积分 方程 式 (2.107) 和 式 (2.108). 
下 面 给 出 无 反射 情形 的 具体 求解 过 程 ， 为 了 从 式 (2.110)~ 式 (2.111) 解 出 ,和 yw”， 作 


下 面 代 换 : 
b 1/2 | 
= [e(t À JI τε ià až P | e^ 
дА 


А= А 
n 


А = C Y (x, t, A e n 
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B= Су оде 
于 是 式 (2.110)~ 式 (2.111) 变 成 : 
σοι XSlA, 
Dom 
A,= 25,8, 


式 中 : 


n 


写成 矩阵 形式 有 : 


N 
BA S,--5,. MS ——5'. Bi. В, = C+ X^), 4, 
л= 1 


B—-C'«S'A 
A- SB 
消去 矢量 矩阵 4 有 
B= С`+ 5 SB 
Вр 
B= [1-- S” 51С` 
ТЖМ 一 孤子 解 是 


u (x,)= — ОУС, В = ~ iC ) p= – 2C ) [1—55] С” 
(1) N= 1 时 的 单 孤 子 解 情 形 
* N-1B. Ва (t A= a (1) 有 一 个 一 阶 极点 时 ， 如 前 所 述 ，a( 人 可 写成 如 下 


形式 : 
λ-- А, 
α(λ)-- ç 
А А, 
因此 
дај 1 
дА 人 = А, À,— А 
这 时 : 


C = [4 — πο. 


$,- 12.00) e» 
|a- А, | 


解 上 述 代数 方程 得 
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1/2 ~ x 
е 


(2, AL Y TQ, — А ЭР, 0) 
a, - AL Y | a, De 


QU, ~ 4, )х 


于 是 
a pe — 2G Adb Oe 7 
u X, = 一 —— πα 
' πο... 


WA А+ 这,， 则 由 式 (2.122) 
b (r) b, (oye 
AF, b (0) 是 待定 复 常数 ， 可 设置 成 
b (0) etn 
以 便 合 并 ，x, fo ,是 任意 的 ， 于 是 
b (D)= expli, — A 20, A Jt 24, х, + i29] 


lr di 
= ολήθη- MpD PPA- ior фу] 
RAU (x, DA: 

. -z 
e 
u (x, t)= 一 44 —— 
1+ е 


式 中 : 
Z= 2A. (x— x + 4À, t) 
Y= AA x+ 20; A+ @ 1 
u (x, 9 可 进一步 写成 
—— e = ~ 24 (sech Ze” 
e +e 


可 见 NLS 孤子 与 KdV 孤子 类 似 ， 其 幅 值 及 其 宽度 与 本 征 值 虚 部 相 联 系 ， 但 依赖 关系 不 
同 。 在 前 者 中 ， 幅 值 与 宽度 是 反比 关系 ; 而 在 后 者 中 是 平方 反比 关系 。 由 于 KdV 孤子 系 
统 中 ， 东 缚 态 对 应 的 本 征 值 只 有 虚 部 ， 因 而 其 速度 也 与 虑 部 相 联 系 且 与 幅 值 成 正比 。 但 
在 NLS 系统 中 ， 束 缚 态 本 征 值 是 一 个 复数 ， 其 实 部 决定 了 速度 大 小 ， 虚 部 决定 了 幅 值 及 
宽度 倒数 ， 孤 子 速度 "= — 4. 

Q) N= 2 时 的 双 孤 子 情形 

与 前 面 步骤 相同 ， 这 时 a(4) 有 两 个 极 零 点 4,，4,， 因 此 
_ @—-4)0—4,) 

(4— 4, XA- Aj) 


u (x, )= ~ 2А 


a(A) 
于 是 : 
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да 
дА 


4 一 4， 
ma Q ADA-A) 
_ 4 一 4 
(一 А κά, À, ) 


да 
д2 


à- 2, 


Ф 


λ = А+ А i 
b (0) eo * PC n= 1, 2) 
则 


"NO ens 4а, Ша ~ А + el 
n 


1 


А-АА —А` HY 
c = KZ = J e^ 


2 


А,— A YA,— A1 ΠΠ 

K> e^ 
ыы 2 = $57 cit 
4 — 4, A 一 1 5 

代入 代数 方程 ， 并 引入 : 

Z = 2A, (x— x + 44 .D 


Ш 


(n= 1, 2) 
了 ,= 和 x+ 205 — A3 9, | 
可 解 出 
и (x= — χλεῖρι — iE tanhZ, Jech Zie ™ + 4,10, + iE tanhZ ech Z, e^ "^: 
2 Ρ,- 24, 4,,[tanh Z,* tanh Z, + sech Z,* cos(Y , — Y jj 
җир: 


D, 一 (Αἱ E А А» 
D,= (一 和) 一 和 十 和 
D,- Q,— А) + AL 15 
82A U, 7 4,) 
Е,= 24,04, 4,) 
HAS "IOOOHÍÉEHOZORGE. хех, 44,081. Y =й х — 20) + 2] 


кф, Bü. Y, —o Βλ A. WZ ro. TE, sech Z, 0, 
tanh Z, ^ +1, tanhY > — 1, [gut 
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DY, 


— 24,10, — iE, ]sech Ze 


605 рд anh 2, 


(D,—iE)e ^" 
= = 2A o LL on 
"(р – 24 à je + e ^ (D, 24.4.) 

3 li οἱ 3 li 2i 


一 24iA „— OY, 


зд CC Ee ΑΖ. 2A A 
" D,— 24145 echl2 š 1 
Xm: 


e Q^ _ D,+ 2454, 


Φ 


(D,—iE,e τν | 
则 
u (x, t) ^ — 24 p,sech[Z, 一 24A]e "i ^ 

ERAH (p, — 1) 即 为 发 生 了 位 移 A, 和 相 移 20, 的 单 孤 子 解 。 同 理 可 知 ， 当 (9 + оо 
且 Z, 维持 不 变 时 ， 将 趋 近 另 一 个 单 孤 解 。 还 可 证 明 当 ! 一 一 oo 且 维持 Z 或 Z, 不 变 
时 ， 仍 然 是 分 别 趋 近 两 个 相应 的 单 孤 子 解 ， 只 是 位 移 及 相 移 不 同 而 已 ， 这 说 明 在 胸 远 的 
过 去 或 在 和 时 间 之 后 ， 将 产生 净 余 位 移 和 相 移 。 

6) N- 孤 子 情形 

对 于 多 孤子 (N> 3)， 原 则 上 ， 按 上 面 方法 可 解 出 线性 方程 ， 从 而 得 ΝΑ, TH 
当 rex oo 并 固定 Z,(n= 1，2,，*…，NN) 不 变 可 以 得 到 u(x,) 的 疡 近 解 “3”: 


uy (x,t) > — 24 sech[Z, — 24, A Је 7^ 2 (t> + co Bf) 
u^ (x, t) > — 2А sech [Z + 2A A Је t Q4: — co W) 
AP: 
μα. А. M λ — A. 
ο - 
Је 1 一 j2ned À — N 
1 п j 
n— 1 λ — À. N A — A 
2ó = arel : +|- zl " — | 
" p 4 一 À, >, 4 一 А, 
HIR. Αι — о 3 y— + o 过 程 中 发 生 的 总 位 移 和 总 相 移 分 别 是 : 
AP = 2А, 
= 28. 


3), МАТЕ: + oo 时 渐 近 行为 可 写成 : 
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- üY,- i5, 


us (x, да Y, (~ 2А Jsech[Z — 24, A e 
п= 1 


N А P 
ибх, D E C- 2А Jsech[Z, + 24A je P 


п= 1 


237 NLS 方程 的 初 值 问题 


求解 NLS 方程 的 孤子 解 ， 有 两 种 情况 : 其 一 是 寻求 孤子 特 解 ， 包 括 多 孤子 解 ， 其 二 
是 初 值 问题 ， 例 如 ， 后 面 要 介绍 的 Darboux 变换 法 、Horita 方法 只 能 求 出 孤子 特 解 ， 但 
不 便 用 于 求解 初 值 问 题 ; 逆 散 射 方法 既 可 求解 孤子 特 解 ， 也 适应 于 求解 初 值 问题 。 

求解 初 值 问题 的 步骤 是 ( 详 见 文献 【437 X 

D 由 式 (2.78) 出 发 ， 求 v 的 本 征 值 问 题 ， 即 求 出 本 征 值 4 和 相应 的 本 征 函 数 y,， 求 
出 v 后 ， 再 由 式 (2.77) 求 出 v,， 于 是 得 到 vy， 一 般 v 有 两 个 线性 无 关 解 p, 和 5 (其 中 ， 
xo — 0 时 的 渐 近 解 记 为 9,、,， 而 x 一 二 om Ей ОН. V. 例如， 当 
u(x，0)= Asech x， 可 作 变 量 代 换 s=(1—tanhx)/ 2， 代 入 式 (2.78)， 立 即 化 为 合流 超 几 
何方 程 ， 其 解 可 写成 合流 超 几 何 函 数 。 

D 133 Vi. Vos Pie Ф 之 后 ， 利 用 式 (2.66) 求 出 2(t，)(4 在 实 轴 上 ) 和 а( A) 
再 求 ο Ax ΙΙ, GE = Vj. W,= ψι ， 由 (2.76) 式 确定 b,(0). 

© 由 于 ad А, = a(0. A, 1B 50 用 式 (2.122) 确 定 ，c(f， 加 ) 由 式 (2.124) 确 定 。 一 般 
Ж Е, πο, λ)550, (2.123) Е (ο А). 

D., @ 两 步 同 前 面 2.3.6 TUD Әр. 

XF (0 AA 时 一 般 只 能 讨论 一 些微 扰 情 况 。 

下 面 简略 给 出 初 值 问题 的 本 征 问题 求解 过 程 ， 考 虑 到 Satsuma 35 ° 所 使 用 的 算 符 
与 本 节 中 的 有 所 不 同 ， 引 人 : 

EM 
U= * 
и д 0 


L= 一 ia,+ ieU 
则 当 e=- i ó= 一 工时 ， 即 为 本 节 符号 。s= + 1, δ- + 1 时 ， 即 Satsuma 等 所 用 的 
符号 ， 这 时 ， 消 去 v, 之 后 的 式 (2.78) 是 
(y t Av ) = AO + ay) IE lÀv,)— e óju| v, 


设 初始 值 是 - 
u(x, 0)= Asech x 
作 变 换 | 
s= la- tanh x) 
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Ὁ _ 1 sech’ 2 
ôx 2 дз 
2 
< = sechx • tanh x$. + lsech!x2 > 
дх 0s 4 д5 
2 um 
tanh х= (1— 25) sech x= 4s(1— s) == tanh x 


代入 方程 化 简 可 得 
av 4 ду, зу 2 А+ 11 25) 
s(1— Seit (5- ste С 6)4 十 一 = 0 
显然 ， 无 论 是 Satsuma 符号 约定 还 是 本 节 符 号 约定 ， 都 有 85= 1， 即 不 改变 本 征 方程 。 
可 以 看 到 : x + o 对 应 于 5 一 0 xo — o 对 应 于 * 一 1 进一步 作 变换 ”= s'(1— s) 
4,， 则 本 征 方程 可 变 成 合流 超 几 何方 程 ， 并 且 给 出 两 个 线性 无 关 解 : - 


э) sAd- OR,- A А. + is) 
(2), 1/2- 4/2 -ia/2,/l . 1 . 3 . 
Pe s d-s? "FS e A 5 0 A 5—18 s) 


XX. FG. В, у; 3 是 合流 起 几何 函数 。 关 于 v,(s) 的 两 个 线性 无 关 解 ， 可 通过 把 上 面 解 
中 4 一 -4 而 得 到 ， 分 别 记 作 y S PE O, vO pame (o, ф,) (x 一 


1 


eoi = (И, νι) (хә o0) Rol. vp) 代表 5 Gp @, = Gr. V. 
v). VP 的 具体 形式 是 : 

Du ατα. 9“ А, A, — i+ T 5) 

ü— "^ rs i A, - й- A Y+ i: s) 

下 面 就 可 以 从 上 述 本 征 解 中 构造 Jost 解 了 。 对 于 连续 谱 4， 满 足 式 (2.63) 和 式 (2.64) 边 界 条 


ΕΝΑΝ. V. o 分 别 是 : 


2 1/2+ 14/2 
ν (5)= s Mad 


А ,9 
у= A+ 1⁄2 1 
νο 
(1) * 
У, 
y= E A γώ" 
λ- 1/2 1 


p= a(0. F+ b(0, Ay 
XB: 


Γί-- 14+ 172)? 
0, D=— ШС i+1⁄2 0 
ας, = (к A+ ТГ a 41172) 
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_ παλ 1⁄2)  isin(z A) 

ῥῶ, d= -ANa A) ^ соз А) 
上 式 同 时 确定 了 由 式 (2.67) 所 定义 的 a(0, A) δ(0, A)X (O, А). 离散 本 征 值 是 a(0. A) 
的 零点 ， 由 上 式 ， 可 得 到 


2 
式 中 ，m 是 小 于 4+17 2 的 正 整数 ， 这 时 可 保证 Im(A )>0, BD 4 在 上 半 复 平面 。 
(1) A= N 时 的 情形 
当 4= МЕЈ, т< N, Шт=1, 2, += N, 
> (4—4) 


0, 2)= 
© D= Па 25 


А = i(4- m+ 7) 


b(0=(— D” i 80 2-0 
这 时 可 按 前 面 步 又 求 出 u(x，!)。 需 要 指出 ， 由 孤子 正比 于 本 征 值 实 部 ， 而 上 面 本 征 值 
Re(4,,)=0， 因 此 ， 不 同 于 前 面 一 般 解 的 情形 ( 即 各 孤子 速度 不 同 ， 最 终 会 分 离 )， 但 以 
A* sech x 为 初 值 的 演化 过 程 ， 由 于 各 个 孤子 速度 均 为 零 ( 因 Кел, =0)， 因 此 ， 各 个 孤 
子 将 在 同一 处 相互 琶 加 ， 结 果 形 成 幅度 及 宽度 随时 间 周 期 变化 的 高 阶 孤子 (有 些 文献 称 之 
为 呼吸 子 )。 下面 给 出 ΝΞΙ, ΝΞ2 时 的 解 
N= 1 时: u(x, t)= sech xe" 
这 时 n= 1，4= 1/2 R y E: 


w 
x 
v= sech х) 
2 1/2 x/2 
1 е 


EM _ _ 4[cosh(3x)4- 3e* "'cosh хје" 
N= 2 Rf: “O D= shax) 4 cosh(2x)4- 3 cos 


XE 4 = 31/2, А,= 1/2 Ну 1: 
.- 1⁄2 -x/2 
а) 2)" 2 | e | 
y 一 | sech x| 
8 .1/2 x/2 
1 e 
a AV xs] 
y = (s) sech 
8 :1⁄2 x/2, x 


іе '(e'—2e ^") 

(2) A= Να, |a|< 1/2 的 情形 

这 时 ，a(0， 力 仍 有 六 个 零点 ， 即 41 有 入 个 离散 本 征 值 ， 但 2(0, 110, Bl 0, 2А) = 
bO. 4)/a(0. А-0, XXE ЛЖ ЕР y ЖШН ВЛЕ ВАЕ, 不 过 可 由 渐 近 方法 对 其 
作 一 些 分 析 ， 在 文献 【43] 中 作 了 简略 讨论 。 非 线性 演化 方程 求解 困难 重重 ， 它 们 大 多 数 
是 无 法 用 逆 散 射 方法 求解 ， 也 不 能 用 现 有 已 知 的 解析 方法 求解 。 在 现在 已 知 的 各 种 方法 
中 ， 也 只 有 逆 散 射 方法 从 原理 上 可 同时 求解 特 解 及 初 值 问题 ， 其 它 方法 只 能 求 某 些 特 解 。 
即使 对 于 众所周知 的 那儿 个 可 积 方 程 ( 即 可 用 道 散射 方法 严格 求解 的 )， 逆 散 射 方法 仍然 只 
能 分 析 某 一 些 特 解 及 在 非常 特殊 的 初始 注 和 人 情况 时 的 演化 ( 初 值 问题 ); 初始 注入 微小 偏 
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离 于 这 种 特殊 注 人 ， 求 解 变 得 非常 复杂 甚至 不 可 能 (由 NLS 方程 已 看 到 这 一 点 )， 主 要 障 
碍 有 两 点 : О 本 征 方程 可 能 不 可 求解 ; @ 即使 本 征 值 问题 能 顺利 解决 ， 但 一 般 νο, 2) 
0， 这 时 ， 线 性 积分 方程 一 般 是 不 可 求解 的 。 

G) 一 般 解 析 结 果 

基于 初 值 问题 的 逆 散 射 分 析 ， 已 经 确定 了 4 sech x 注 人 的 本 征 值 的 性 质 ， 即 本 征 值 
RAER MAA, = W(A4-m+(1/ 2)， 因 此 ， 我 们 可 从 看 另 一 角度 来 考虑 : ΕΔΕΜ ΗΕ ΤΕ 
值 假设 作为 前 题 ， 由 前 面 所 述 求解 特 解 的 逆 散 射 方法 (而 不 是 初 值 问题 的 逆 散 射 方法 ) 来 求 
解 本 征 值 只 有 虚 部 这 一 特定 情况 下 的 特 解 。 这 时 前 面 给 出 的 NLS 方程 的 N- 孤子 特 解 是 


u (x, у= 一 25a y V 
Am 
cx = Je, e^ QA 
小 ,是 线性 方程 组 
N x, k А 
Yy ÈT А; а= 0 
Ν aa 
V T Èr i Vu ᾱ; 
当 à= in, Шу 
α, - Мс, е7 пух uit 
c, 一 般 是 复数 ， 因此 < Rn (= 1, 2, "s N)f& 3N 个 实 常数 ， 它 们 并 不 是 独立 的 ， 
当 孤 子 关于 x= 0 对 称 时 ， ΒΗ с 与 m, 有 如 下 关系 : 
Πα + n,) 
€ m 2——— 
Tn,- п, | 


= n = 4 一 у a 798, 正 是 前 述 两 种 情况 的 结论 ， 
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NIS 方程 所 支持 的 孤子 或 呼吸 子 是 双 参 量 的 ， 而 Κἀν 是 单 参量 的 ， 即 前 面 幅 值 或 宽 
度 与 速度 是 独立 的 ， 后 者 的 幅 值 或 宽度 与 速度 不 独立 一 一 幅 值 或 宽度 高 者 速度 快 。 在 
МІХ 孤子 解 中 ， 孤 子 幅 值 或 宽度 由 本 征 值 虚 部 决定 ; 其 速度 由 其 实 部 决定 。 当 实 部 相同 
或 为 零 时 ， 如 果 在 初始 时 刻 各 孤子 全 加 在 一 起 ， 则 它们 将 永远 释 加 在 一 起 ， 形 成 周期 性 变 - 
化 的 高 阶 孤 子 ， 如 前 面 讨论 的 初 值 问题 便 是 一 合 。 如 果 初 始 时 刻 ， 各 孤子 虽然 速度 一 臻 
(如 都 为 零 ) 但 在 位 置 上 彼此 充分 地 分 开 ， 琶 子 将 永远 保持 它们 的 间距 ， 如 光纤 中 作为 通 
信 载 体 的 一 阶 孤 子 序列 就 属于 此 类 。 图 2-2、 图 2-3 中 给 出 本 征 值 取 不 同 值 时 的 演化 ， 可 
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从 中 看 到 孤子 的 幅 值 或 宽度 及 速度 与 本 征 值 的 关系 。 图 272 的 参数 是 4 = 07 2)+ Q7 2), 
À,-1*i 4,=G/2H3i/ 2, 图 2-3 的 参数 是 4 =(1/ 2H6/ 2 4,=(1/ 2181 2), 
А, 7-07 2)+(5i/ 2). 


239 ЮЭ: Jost 解 的 解析 性 质证 明 


前 面 用 到 : gp， 在 Im4>0 的 上 半 平 面 上 解析 ，5， 在 Im Ac 0 的 下 半 平 面 上 解 
析 ; 现在 证 明之 。 以 9 为 例 。 由 式 (2.60)， 式 (2.61)， 当 x 一 -ce 时， 有 式 (2.63) 渐 近 解 ， 
因此 ， 利 用 微分 方程 中 的 变动 参数 法 可 得 Volterra 积分 方程 


$= [ф, @]= e ^^ «f dye "^" (у, DPY. t. 2) 


一 00 


由 此 可 得 pg 和 o: 


Pı 1 — iÀx n — 1Мх— y) - 
ф= А = 0 e T dye συ, Do. t, А) 
2 - = 


p= hje [| ayete о. P 
Ф, 0 _ у 3 3 ΚΡ M x 
只 讨论 o 即 可 ， 对 7 的 讨论 是 类 似 的 。 于 是 ，9 的 两 个 分 量 写成 


9,06 t p= | dye "^" "w(y, ур (у b A) 


9,05 = 一 | O dye" u^ 0, no s 5 2 
从 上 式 中 消去 p ,， 有 
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x M | | 
p (Q, t Де = 一 | of dzu(y, Du (x, te^ "o (x, t, Ae" 
和 迭代 上 式 ， 即 上 式 代 人 上 式 自身 得 到 Neumann 展开 


. x x), . | "n 
p (x, t, Ае“ = -| E dx u(x > ш (x, ге” 2) 


«f E as AL. dx, u(x,» tju ` (х,, ‚ге x) 


12. 一 
° u(x,, Du' (x, re” MERE 


当 Im A»0 Bf. Ж 
le, (x, t, À е“ | 
e dx n drives * |u(x,, 2] 


«f aÍ " " dx, 


. jux,» | |е, 5)| ° |и(х,; D| αρ, |+ ... 
利用 不 等 式 : 


| ax, f T dx. иб. t)| ө |и(х„ t)| 


1 


zi ах |u(x,. af dx lu(x,. t)| 


LAC t, Ae |< 1+ 34 2 (x, t) r. * (x, t)+ "e е“ n 
式 中 : 


A(x, d= | dy|u(y, t)| 


车 x(x， 门 绝对 可 积 ， 即 


4(oo， o= | dy|u(y, 0)[< o 


= о 


则 上 面 Neumann 展开 对 于 Im A» 0 是 绝对 、 一 致 收敛 的 ， 因 而 在 Im 4> 0 的 上 半 平 面 定 
义 了 一 个 解析 函数 ， 即 9, ь De; 对 于 gp,ew 也 是 如 此 。 因 而 ，9(x,， ι AME . 


Im A20 上 半 平 面 解析 ; ΕΕΤΤ: ф(х e АЕТ ШИЙ; 而 且 ， 另 一 对 Jost 解 
VO. 5 AME Os n 用 也 分 别 在 上 半 和 下 半 平 面 解析 。 | 证 Ж 
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2.4 Hirota Jj Z: 


—— 


Hirota 方法 是 一 种 直接 方法 。 我 们 已 看 到 逆 散 射 方法 是 很 繁 的 ， 直 接 方法 就 简单 多 
í T. Hirota 方法 的 基本 思想 是 ， 对 非 线性 方程 
u = N(u) 
或 u = N(u) 
的 解 进行 Pada 近 似 分 析 ， 即 令 
. 
代入 方程 ， 并 从 中 分 离 出 两 个 G、F 所 满足 的 双 线 性 方程 ， 再 求解 双 线 性 方程 即 可 。 
2.4.1 κάν 方程 
以 KdV 方程 为 例 (参考 文献 (39，44~50) y 
u + бии + и = 0 
可 得 
C,F-GF，3CF-CF) G F-3G, F,- 36. F -GF 
Е? + Е* 7 P 7 
6(FG Е + FGF Е —GF)) 
+ x x i x хх х ως 0 (2.125) 
F 
方程 式 (2.125) 似 比 原来 方程 更 复杂 ， 而 且 在 一 个 方程 中 含有 两 个 未 知 数 和 G。 但 我 们 
注意 到 式 (2.125) 可 改写 为 
G,F- GF,+ 3MG,F— GF )+ G Е—36 F. +36 F, – СЕ, 
Е? 
3G F— GF γα F- GF — (ЕЕ — Е?у— АЕ? 
+26, JG, = CET Е,) l o * (2.126) 
引入 任意 参数 4 可 得 到 两 个 方程 : 
G,F- GF,+ 34G,F- GF)+ G F- 3G, F +36 F, -GF =0 (2.127) 
2(FF, — F.)* AF — (G F- GF )= 0 (2.128) 
它们 还 可 分 别 表 示 为 : 
ә д ð ð ð әү! ; 
L7 27)* ΠΝ (5: 37) Μο... 
(2.129). 
和 
E- 30) + A| Fe, DF, t 


x= x’, r= 4 
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T e д γος. DF UD). о 0 


Ox дх' 


为 了 表示 方便 ， 引 入 算 子 刀 ,、 刀 ,以 及 它们 的 各 种 乘积 如 下 


д E (2 - £)fe. θείχ» τη... ror 


n m à 
D D f° g= GF 


дх 


于 是 利用 这 些 符 号 ， 式 (2.129)、 式 (2.130) 可 简写 为 : 
(D + 34D, + δα: ΕΞ 0 


式 (2.133) 可 写 为 


为 式 (2.134) 的 解 。 于 是 有 


(р + NF: F~ D G+ Е= 0 


– 208 P). 


x 


G= 2Е, 


u= (Z) = 2n5., 


x 


将 式 (2.135) 代 人 式 (2.114) 可 得 : 


或 


(р + р)Е, • ЕР= 0 


D (D + D )F: Е= 0 


TPROREGNO.138) ЖЕ 展 为 小 参数 e 的 等 级 数 


Е= 1+ af + eft *** 


将 式 (2.139) 代 人 式 (2.138)， 比 较 = 的 同 次 赛 得 到 : 


e 
stas) 


δ᾽ 


£), - D.(D,* ΟΠ” 


а, a 
RE ἐπ) 7 D D, + DW AES 14) 


959099*0€90909920909009»9090* 


下 面 寻 求 两 种 形式 的 解 : 多 项 式 解 和 指数 形式 的 解 。 


(1) 多 项 式 解 


2 3 4 
f,- а, +а,х+а,х +a x +а,х + bt— 24a,tx 


(2.130) 


(2.131) 


(2.132) 
(2.133) ` 


(2.134) 


(2.135) 
(2.136) 
(2.137) 


(2.138) 


(2.139) 


(2.140) 
(2.141) 


(2.142). 


(2.143). 


Ж (2.140) 的 一 个 解 的 条 件 是 a= 0, Заа, = аз, b= 12a, 时 ， 可 选取 广 = 0。 因 此 
得 到 式 (2.138) 的 一 个 精确 解 ， 即 
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ΕΞ 1+ e| aot a xt Ga a x^ + a (x° + 120 | (2.144) 
ЖЛ ΑΡΗ _„= 0, Da = 0。 当 选取 s= 1 时 ， 下 的 表达 式 为 
F= a [x + 12(z+ const)] | | (2.145) 
Blu 2n F),,， 利 用 解 的 有 界 性 条 件 得 到 
| u= = $x( — 24) (2.146). 
(x + 12t) 


(2) 指数 形式 的 解 
从 式 (2.140) 有 


三 = Ya ern (2.147) 
式 中 ，Q ,+ P = 0, p fü a 33333. 
将 式 (2.147) 代 入 式 (2.141)， 利 用 PD 算 子 的 性 质 (IV ЯТУ .1)( 见 后 面 》 可 得 

f,= X exp (A, n,+ n) (2.148) 

i> J 

ЖЧ. expGr)- а,ехро ,t+ px), B 
; | 

exp(4 )- 一 οι p. Q t ον РӘ] 210. 2,* @, 201 = (ei Py 2). (2.149) 
| Ф,+р)|0,+0,+0,+р,) | Ctr 
将 式 (2.148) 代 入 式 (2.142)， 利 用 DD 算 子 性 质 (VI.4) 和 关系 式 (2.140)， 可 得 


f,= X exp(A,, * n m+) (2.150) 
式 中 : | 
exp (4,,)7 exp (A, * AtA : (2.151) 
一 直到 求 出 /,， 我 们 得 到 精确 解 
(Ny 
F= Y exo (X4 ua Σαρ) (2.152) 
p= 01 i>j j 


. (№ 
Ἀπ, Y 表示 对 0, D μ,-0, 1; +; u,— 0，1 所 有 可 能 的 组 合 求 和 ; У 表示 


u= 01 ij 


对 N 个 元 素 所 有 满足 条 件 的 对 进行 求 和 。 小 参数 = 已 吸收 到 常数 项 a, 中 去 了 。 式 (2.152) 
连同 w= 200 F), 给 出 KdV 方 程 的 N 一 孤子 解 公式 


2.4.2 Sine-Gordon 方程 


Ф. Ф, = sing 
Ждд / дх- 0 (|х| оо), 4 


ф(х, t)= 4 arctan| 22:2] (2.153) 


式 中 : 
(z) 
fe D= Σ Palipo ip бз ἔμ)” exp, + + + п) (2.154) 
n=O τη 
KN- nzai 


ge = X È ај c Jam)’ εχρίη, +n, ++, ) (2155) 
т=0 Ne2m+1 


(m 


П2(ї,, i) nz 2 


aG i, es, і )= к<! 
1 n= 0, 1 
2 
ai (ο P, Qu (@, p + Q,— Q,) 
ipe dj) —— = - —— 


| Фар, (Q, +Q) — G.-P,* Qu^ Ορ) 
n-px-Q-m ρ)-0’-1 
р, 为 任意 的 有 限 的 实 常数 (各 p, 相互 不 同 )， 它 决定 第 i 个 孤立 子 的 振幅 ， η 为 任意 的 
有 限 实 常 数 ， 它 决定 第 i 个 孤立 子 的 位 相 。 
243  MKdV 方程 
u + 24u u +u =0 
设 µία, t)= дф / δι, ἘΊΒ 


_ 80 Ὁ 
{ап ф(х, t)= То, 1) 
式 中 : ΙΝ,» | 
fo D- Y δα, ἐν» ip tt ΠΝ . ехр(ё, + е 十 “十 si ) 
IN- 172i . 
gx. 0= X Σ aü ip t і) ° exp, +&, + eb E, ) 


1 п= 0, 1 
2, Фат P) 
ai, i) : 一 
(p, t P5) 


144 WE: D 算 子 的 性 质 O” 
" ” = д _ 0. "i ὃ ô " f I 
D'D"a* b= (5 2.) (= =) a(x, Db(x^ τη... 
再 引入 算 子 D ,和 微分 算 子 8 7/ 8z 如 下 : 


第 2 章 孤子 方程 的 解析 解法 一 57 一 
D,- óD + e. 
д д д 


э2^ ὅπ τ "ux 
AP, ó 和 & 都 是 常数 。 
从 D 算 子 定义 容易 得 到 以 下 性 质 : 


(I)  D"a-1- (2) а 


(II ) D^a 。 b= (一 ШИ», а 
(I.  D7a* a= 0 (m 为 奇数 ) 
(Ш) D^a* b= D” (a,* b= a+ b) 
(I. D'a + а= 20" 'a,* a (m 为 偶数 ) 
(III .2) D Da a= 2D a ° а= 2Da ° a 
(V) D'exp(p,x) * exp(p,x)= (p, — p,) ехр[(р,+ p ,)x] 
& FD, DIAD MAD ,的 多 项 式 ， 则 有 : 
Пул)  F(D, D )exp(Q t+ p x)exp (Q ,t+ P,x) 
_ FO 0, δι p) 
-FO TO p,* P) F(D,. D )Jexpl(Q,-- Q ,)t+ (p, + px] 
(V) exp(eD )а(х) * b(x)— a(x+ &)b(x— ε) 
(NI) exp(cD )ab * cd= [ехр( О )а * с], [exp(eD }} * d] 
= [exp(eD ,)a * dJexp(cD )Ь * с] 


(їл) — D,ab e= (Z )be+ aD,b ὁ 


2 
(I2  D'ab* c= [Š 2 a+ 2(99 p b ¿+ ар?» с) 
z zi ὂ 2 2 


2 
(1.3) Πας * be (Р!а+ b^ + 3D a * b)D?b + c 
(1.4 DTexp(px)a • ехр(рх)Ь= ехр(2Рх)р"а • b 
(M) exp(óD )[exp(zD )α- Б]: lexp(D .)c* d] 
= exp(9D | Jexp(óD )а - c]: [exp(óD )b ° 4] 
= [exp(óD + £D )a * b]* [exp(— óD + г– )с * b] 
以 下 等 式 对 于 变换 非 线形 性 微分 方程 为 双 线 性 式 是 有 用 的 : 


κεῖ ,Ja * b 
ο 


M.D 
(WM.2) 


(їз) 
Œ) 


(X .1) 


(IX .2) 
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2 (а)? 

д \%/ p 

a (ау Da ὁ ар." b 
27 6} p (5 [Ж 

2 (9)= Da 

oz ο) р? р? 

2 cosh (o Jin f = In[cosh(zD ΥΓ» Л 
д? off 

— Inf = 

д2 2f 


z _ D'f. Fo [PA il 


2f 


L 2 


对 于 把 双 线性 微分 方程 变换 为 原来 非 线 性 方程 ， 以 下 等 式 是 有 用 的 : 


(X) 


exp(eD )a * b= 


Αψξ a/b, u= 2(In b) 8: 


(X .1) 


(X .2) 


(X .3) 


QT) 


QI 1) 


(А .2) 


QI .3) 


QT.4) 


ο πο 


)] 


D.a*b 

ος =, 

D'a*b 
yi 一 Vut uy 

D'a» b , 
yi cuu бир. + (u. + Зи y 


-. ab 


exp(eD λα. b= exp| sin (s Jin (1)! coshf e> ) . In(ab) | 
Фф= In(a / b), p= In(ab), #: 


дх 


D asb 
=o, 


2 


Ρα". ὃ 
. b 
D'a- b 
-r 
D'a 
b 


2 
=p, + Фф, 


3 
=P axt 39 р t o, 


b 
a° 


b 


2 2 4 
= P sxxx T 49.0. + 3(0..) + 6P p. + Ф, 
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2.5 ”其 它 方法 简介 


孤 波 方程 求解 方法 除 上 述 两 种 外 ， 还 有 作为 直接 法 的 Backlund 变换 法 、Darboux Ж 
换 法 和 变 分 法 ， 以 及 作为 微 扰 法 的 变 分 微 扰 法 和 逆 散 射 微 扰 法 。 这 些 方 法 都 在 有 关 文 献 中 
有 详细 论述 。 


2.5.1 Backlund 变换 法 “Ὁ 


Lamb '?? 用 Backlund 变换 (BT) 求 出 了 如 下 的 Sine-Gordon 方程 (SG 方程 ) 
9,7 sin ф 
的 孤 波 解 ，Backlund 变换 是 一 类 函数 变换 关系 式 。 对 于 上 述 SG 方程 ， 可 引入 : 


дф' _ дф πα. 
дт дт 1 πια ) 


т. 为 任意 参数 。 把 第 一 式 对 1 微分， 第 二 式 对 微分 ， 并 利用 gp' 的 二 阶 微分 一 致 
性 ， 可 证 若 p 满足 SG 方程 ， 并 可 证 9' 也 满足 SG 方程 。 因 此 ， 上 面 变换 给 出 了 两 个 解 
之 间 的 变换 关系 。 于 是 ， 若 取 p= 0( 平 凡 解 )， 则 可 得 : | 


x— Dt 
9,7 φ’ - 4 arctan| ехр{ + =). 
Җир. D= (1— 4574 4?) 
9, ER SG 方程 的 一 个 孤子 解 。 再 将 ， 代 人 变换 式 ， 即 = 9,， 则 可 得 另 一 个 
解 2;。 当 然 ， 利 用 “可 换 性 定理 ”( 详 见 文献 【39] )， 在 得 到 多 孤子 解 时 更 为 方便 。 总 


Z, Backlund 变换 总 是 无 中 生 有 ， 从 N 孤子 解 变换 为 N+ MFR HA TREE 
ж” up ^ dE HB AR 


9, D +D, 0794 
(2772. )- D,- b, aa) 


若 取 0 = O φ,. o, 取 上 面 的 单 孤子 解 (p， MIE D- D,，9p , 对 应 D= D,)， 代 入 上 


式 ， 得 双 孤 子 解 : 
" sinh| x / [1— р’) 
tan — = 
* cosh(Dr/ J1— D, ) 
和 


sinh(D1 / í- D’) 
tan Ç = 


D cosh(x/ /1— D, ) 
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分 别 对 应 两 个 捏 结 的 琶 加 和 一 对 正 、 反 捏 结 的 碰撞 . 


же D-ib πι 
o _ sinh[bi / [ie b°) 
UY cosh(x / [1+ b, ) 


代表 一 个 呼吸 子 解 ， 即 正 、 反 扭 结 周期 性 地 接近 又 离开 。 其 它 方程 如 КАУ, NLS. 
MKdV 方程 的 Backlund 变换 ， 可 参见 有 关 文 献 。 


2.5.2  Darboux 变换 法 
Darboux 变换 法 是 从 式 (2.60) 出 发 ， 即 : 


у= Lv 
у Му 
Η! Ἔι(α, D= 0B, U= 0, XH 
L= — io,à 


于 是 有 解 


= i(Axt 2170σ᾽ 
v (x t, λε 


|Д оо i, RRE AURERE ЗЕ, BA: 
LL, 050, 


AHAU PRE A Л =. UNDAE. TR. nf PARE S4 | A| 9 oo 时 ， 
у(х, t, À) у O 1» 2) 
那么 对 于 有 限 的 +4 值 ， 设 v 通 过 一 个 变换 
у(х, t, A= G(x, t, Ay (x, t 2) 

бу 5 AE ВЖ, ία, n DERE 

G(x, t, ND >I |2|-» oo 
НЕ-Е GO. t AXTARA “кал. 于 是 GOo t ATSR 

d t) 


Gœ t N= I+ y 
于 是 与 N 个 极点 对 应 的 解 为 i 
v (x b ND= G (x, t, Ау (Xx, t, 2) 


把 这 个 关系 等 价 为 : 
v (x, t, ASD (x, t, Дуу (x, 1. А) 


Y+ Nez t, А)= D... ιο t, Ау (x, t А) (п = 1, 2, 3, “ө, N-— 1) 
于 是 
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v (x b = D D ,*"D,D,vGe t, 2) 


比较 可 得 
б „(хь =D,D，…D;D， 
进一步 令 
1 Αλ, 
Р(х 5 Ð= I+ Be D= 1+ —P,(x, 0) 
式 中 : 


В (x, D= (4,— 4 )P,(x, 0) 

代入 上 式 可 得 

4,2» D= DA, YD, A,A, 2, )P,D, QD (A) 
因此 只 要 给 出 了 各 个 P,(x，i!)， 即 可 确定 4,(x，) 于 是 可 得 G, (x 5 А5 最 后 得 到 
v O5 b А). RED (x, г, AYERS Darboux 变换 (只 有 极点 展开 形式 的 Darboux 变换 称 
为 亚 纯 变换 )， 它 的 确定 ( 即 P, (x，) 的 确定 ) 的 详细 论述 可 参见 文献 (37)。 可 以 看 到 ， 这 
个 方法 可 以 从 yo(x，P 为 出 发 依次 得 到 单 孤 子 解 v 和 多 孤子 解 v,，v,，…， 操 作 路 
线 是 : | 

y^ P, vu Pv Uto y >P 

| | 


U ^ ÜU; U 


1 2 n 


U0 为 v= у(х. τ. AMRED D). BEROI) ΔΕ T uA, D. 
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变 分 法 和 不 变量 方法 是 利用 非 线性 演化 方程 ， 建 立 相应 的 Lagrangian 量 ， 以 及 其 它 
守恒 量 ， 如 质量 、 动 量 等 ; 然后 ， 设 定 试探 解 ， 其 中 包含 了 各 种 变 分 参数 (一 般 是 随时 间 
变化 的 将 试探 解 代入 守恒 量 方程 ， 可 解 出 各 个 变 分 参数 。 例如， 文献 【54) 就 利用 不 
变量 方法 分 析 了 Gauss 脉冲 在 饱和 非 线性 光纤 中 的 传输 特性 。 


25.4 FIRRA 
这 是 以 变 分 法 为 基础 的 微 扰 方法 。 变 分 微 扰 法 的 具体 求解 步骤 将 在 第 5 章 的 分 析 应 用 
中 作 具 体 说 明 。 
199] 4E, Lisak, Anderson 和 Malomed(Opt.Lett,, 1991, 16(24), 1963) H T FÆ 
iu + ou + 2|u|/u— ieR[.] о= – 1 (2.156) 
В ЖР Н ФЕ ΓΑ. 


Ἢ R[u]- 0 Bj. Ἡ 
А+ іму ш у, 
Qt in) и, k °^ (2.157) 


и(х, t) u, un — 
u [1+ exp(2Z) 
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sub, А'+ т = uo Z= t+ Ax) 


当 R[u]# 0 时 ， 设 ε(χ, Ὁ) 015 ΕΤΑΔ. {Н u = u (x), nm XD 都 是 x BUT ZEE HR 


数 ， 可 根据 : 
+ о + 0 
d 2 * 
a| dtlu| = | dtu Riu] 
dx _ _ 
o + о 
&m[ dtu' u= zim Í dtu ` Ки] 
dx M ! _ t 
d tT 2 4. — Mi * 
mf а (|и | + |u| )= ма. dtu. Ки] 
来 确定 u, (x) Ж пх) 的 演化 。 
把 u(x, t) 的 试探 解 代 人 ， 可 得 : 
du, 21 ^4 iA)sech" ni 
d. 51m B Z(n+ iA)sech ZR[u]e 
d τ 
dm — em . 2 -i 
dx” 2и, 1 Im | dZ(n+ iA)sech ZR[u]e 


Rp, ô= 2и? х, A= (и p). 


可 确定 : 
u (x)= u (0)e `” 
mx)= (Ое " 
Rp, u (0)= 4°(0)+ n° (0). 
对 照明 孤子 的 
nx) n(0)e ` ^" 
可 见 ， 暗 孤子 衰减 比 明 孤 子 慢 。 
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(2.158) 


(2.159) 


(2.160) 


(2.161) 


(2.162) 


注意 到 脉冲 强度 由 |u| 二 и1— psech’ Z 给 出 ; 对 于 sR[u]= 一 yu 如 光纤 损耗 ) ЖШ 


这 是 以 北 散 射 理论 为 基础 的 微 扰 法 。 对 于 一 些 近似 可 积 系统 ， 这 是 主要 分 析 工具 。 在 
文献 O4, 3D 中 给 出 了 逆 散 射 微 护法 的 详细 介绍 及 其 应 用 ， 我 们 也 将 在 后 面 多 章 的 分 析 


中 用 到 其 结论 。 下面 给 出 绝热 近似 下 的 参数 演化 。 
(1) Кау 方程 
对 于 Кау 方程 
u,— бии + u = sR[u] 
设 


(2.163) 


第 2 章 孤子 方程 的 解析 解法 


и(х у= 一 24°весһ Z Z= Мх— ἔ) 


于 是 有 : 
d af 2 
= 一 下 | dZ R[u]sech' Z 
£ = 422 — Sf azRta[ z+ 5 sinh(22) | sech’ Z 
(2) NLS 方程 
对 于 NLS 方程 
iuc us + 2|u| u= eR[u] 
i 
u(x,t)= 2insech Ze" " — Z= 2g(x— £) 
于 是 有 : 
dy | Ut x+ ip 
d ^75 Re | dZsR[u(Z)]e sech Z 


tanh Z ¿x+ ip 


Ф _ jIm | dZeR[lu(Z)E e 


+ оо 
ἀξ —a l1 ZER[u(Z)) ох+% 
d * 4 il dz hz ° 
+ oo 

do _ 1 一 2ηχ tanh Z Офх+ ip 

dr ё? n ?十 ΠΝ dZ— hZ 一 = sR[u(Z))e 
(3) Sine—Gordon 方程 
对 于 Sine-Gordon 方程 

u, u „+ sin u= eR[u] 
kink 解 
x— 6 


и, (х, t)» и (2)= Aarcan(e^ ) Z= 


Жир, с=+1 代表 kink fo c —-—1 是 反 kink 解 ， 这 时 有 : 


+ ж 
dv ЕС 2.3/2 R[u, (Z)] 
а“ 40-V) [ dZ- hZ 
* o 
ἀξ oy. ZR[u , (2)] 
dr = V ru V f dZ— hZ 


ЖУК, 3R[u]= 0 时 ， 还 有 另 一 呼吸 子 解 


_ зїп(ү соз н) | 
и (x, t) 4+ arctan| tan Hoosh(Zsin P 


(2.164) 


(2.165) 


(2.166) 


(2.167) 


(2.168) 
(2.169) 
(2.170) 


(2.171) 


(1.172) 


(2.173) 


(2.174) 


(2.175) 


(2.176) 
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Z= x— - ἕ- Vt Š, 
| V 
t—V 
"= 1- Е э» 
也 可 求 出 四 个 参数 的 演化 。 
Sine—Gordon 还 有 另 一 种 形式 
и + sin u= ER[2] (2.177) 
i 
u(t, x)= Aarctane^] Ζ-- 2v(x— ©) (2.178) 
则 
2 - 4i Rfu, (Z)kech ZdZ (2.179) 
€ - 27 + | ZR[w(Z)]ech ZdZ | (2.180) 
ν v Ja 


上 面 绝热 近似 中 的 慢 变 参数 演化 可 通过 修正 守 伍 律 得 到 ， 以 NLS 的 微 扰 说 明之 。 
微 扰 NLS 方程 可 写成 - 
u = + ifu  2]u| u]- ieR[u] (2.181) 
当 eR[u]= 0 时 ， 上 面 方程 的 守恒 量 由 式 (2.97) 给 出 

L= | а (x, Ddx (k= 1,2, »»») 


这 时 守恒 律 是 
o (2.182) 
H А 1075 


dI ΟΙ ôl, du' 
— 一 d. adu a. 
dt © ôu dt δι dt 


因此 ， 由 式 (2.181) - 


+° k> 2 81, А ж 2 * 
[πεν + 2|"]|η]-----1[μ + 2|и| u ак 0 (2.183) 
_ би хх δι xx 


但 当 sR[u]# 0 时 ， 式 (2.182) 修 改 为 


dI το ôI 
k _ k.: 2 _7 k - * 2 ж 
dr = [ . ο. 2|и| u] "E i[u  2]u] u ја 


+ оо BI, . 87, . * 
«| А Ti (C вм) ean маје 
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由 式 (2.183)， 上 式 右 端 第 一 部 分 近似 为 零 。 因 此 ， 上 式 变 成 


dI T? | 
| ur = 一 pm| 3;-eR[u]dx (2.184) 
这 就 是 修正 守恒 律 。 由 此 可 确定 绝热 近似 中 的 慢 变 参数 演化 。 例 如 ，k= 0 时 ， 
T= | uu dx 


Hb. δ], /би= u `, BI,/ Bu = u, ЖЕЗ 02,167) A st (2.184), Вр я] 48.31 zü (2.168). 
同 理 ， 再 用 7 Г, 等 的 修正 守恒 律 ， 可 得 到 其 它 参数 演化 。 

在 孤立 子 理论 及 其 解析 解法 方面 ， 发 展 很 快 ， 文 献 数不胜数 ， 由 于 篇 幅 限 制 ， 这 里 只 
作 简 要 讲述 ， 若 需 了 解 细节 ， 可 参考 有 关 文 献 。 值 得 一 提 的 是 ， 我 国学 者 在 孤子 数学 理论 
研究 方面 已 取得 了 可 喜 的 成 就 ， 见 文献 (55— 642. 


2.6 ”孤子 的 等 价 粒 子 理论 
2.61 引言 


“ 孤 波 (孤子 ) 之 所 以 这 样 称呼 是 因为 它 通常 作为 一 个 单 的 实体 出 现 并 是 局 域 分 布 的 ”， 
而 且 ， 通 常 把 单 孤子 解 称 作 孤 波 } 但 多 个 孤 波 出 现在 一 解 中 时 ， 则 称 他 们 为 孤子 ( 见 文献 
(28)，p7，p15)。 事 实 上 ， 从 1834 年 Russell 对 孤子 在 科学 意义 上 的 发 现 到 1965 年 
Zabusky 和 Kruskal) 对 孤 波 碰撞 性 质 的 数值 研究 ， 孤 流 都 表现 出 了 粒子 方面 的 性 质 。 
因此 ， 根 据 英文 构 字 法 ， 才 创造 了 soliton U БИЕ Russell 称 之 为 Solitary Wave 的 东西 命 
名 为 具有 “ 子 ” 属 性 的 soliton， 即 孤立 子 (简称 孤子 )。 尽 管 如 此 。， 人 们 对 孤子 的 研究 ， 几 乎 
都 是 从 波 的 角度 进行 的 ， 从 粒子 角度 进行 研究 的 甚 少 ， 本 章 就 是 介绍 作者 在 这 方面 的 研 
究 。 下 面 首先 研究 作为 Lagrange 场 论 的 非 线性 方程 。 


2.6.2 ”一 般 论 述 与 Noether 定理 
设 非 线性 方程 


或 


对 应 的 Lagrange 密 度 为 | 
| L= LO, y» yo y, η 
式 中 ，y 通过 一 定 方式 与 и 相 联系 ， 即 w= 了 Ty。 也 就 是 说 ， 由 式 (2.186) 给 出 的 Lagrange 
量 通 过 Eular 变 分 可 得 到 非 线 性 方程 

(Ty),- N(Ty) | 
定义 
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10» у,)= fro Yo Yp Y UOdx 


FI K 
ALO. у= Jio. y dt Q.185) 
引入 符号 6L / бу REE y 的 某 一 变化 6y 引起 的 的 相应 变化 ， 能 写成 如 下 形式 : 
8L, y,)= | F(y. у,)буйх (2.186) 
则 记 作 
5 = F 2.187 
dy (у, |) (2.187) 
RLY, y YR y 对 x 的 导数 项 时 ， 可 证 明 : 
8L _ д1. 
у ὁ (2.188) 
6L δι, 
ὃν, ду, 


对 式 (2.185) 变 分 ， 则 有 等 价 关 系 
óJ 


ο "5 p’ (2.189) 
这 里 已 假定 变 分 时 ， 固 定 函 数 端点 ， 证 明 如 下 : 
由 式 (2.185) 有 | 
6J= ы, бу |а 
-|| 去 ?+ $ >, | t 
式 中 第 二 项 为 


51, 8L d 8L 
Ji 4037 gy д0 ls Cpe 
因此 ( 设 在 积分 的 两 个 端点 处 y= 0) | 
5L а (51, 
u- 155-4062) 
按照 定义 式 (2.186)、 式 (2.187)， 有 
M M sE) (2.190) 


证 毕 
式 (2.189) 即 为 式 (2.183)， 这 是 构造 式 (2.182) 时 必须 遵循 的 基本 原则 。 式 (2.189) 中 的 变 分 由 
式 (2.188) 给 出 。 当 式 (2.182) 中 含有 x 的 导数 项 时 ， 式 (2.188) 中 的 第 一 式 应 改 为 
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BL oL d/oL\ Ë рәү .. | 
узу ах (82) тфу) 2191) 

TAE Noether 定理 ， 以 此 研究 这 种 经 典 场 的 运动 常数 和 对 称 性 。 设 
у= уф{уһЬ a) (2.192) 


是 运动 学 变量 7 的 单 参数 变换 。 例 如 ，y= 了 + s уб) у(х— а) у(х, De у(х 1-2) 
等 等 都 属 此 类 ， 把 L(y，y,) 简 记 为 L(y)， 定 义 

LO. α)-- Loy). a) 
如 果 变 换 式 (2.192) EELO о) 具有 形式 


~ ~ ~ ~ dF, 
LG. w= iG 20 2 (2193) 
则 运动 方程 在 式 (2.192) 变换 下 是 不 变 的 ， 并 且 不 变量 是 
_ [5Loy, oF | 
ШЕВА 对 式 (2.193) 关 于 a 求 导 ， 有 
d FO, а) ILY. a) 
dt à δὰ 
= ПЕ ar ру Зу δα | (由 式 (2.192)) 


_ [Ls La ŠL ay\_ d (81 уу 

= ει да ΠΠ δα [3 
L δι ду 8 L ду 

- [62-20 дх dr Tu z) dx 


- (8 G 2a Z Jax (由 式 (2.189)) 


上 式 给 出 
d 6L ὂν 980. «ml. 
于 是 式 (2.194) 给 出 了 不 变量 。 对 于 每 一 一 种 满足 式 (2.193) 的 变换 式 (2.192) 的 选择 ， 都 对 应 一 
种 由 式 (2.194) 给 出 的 守恒 量 。 
场 平移 (如 对 于 KdV 18), Bp 
у= γα (2.196) 
这 时 
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式 (2.195) 给 出 质量 守恒 ， 即 1= M 
空间 平移 ， 设 x 是 小 量 ， 即 wx 一 0， 则 : 
у(х)= y(x— a) y(x)— аў, 


дир; 


y, уут Xy yy ),= у, 


- 


- - 


式 (2.195) 给 出 动量 守恒 ， 即 1= Mv. 
时 间 平 黎 ，a 为 小 量 ， 则 


ХР: 


у(х, = у(х, t— a) y- ay 


ФУ, 


4 


αν. αν ` 
这 时 式 (2.195) 给 出 能 量 守重 ， Вр Z= H, 即 Harmilton E. 
26.3 καν 方程 的 等 价 粒子 描述 


讨论 在 pg 一 0 (xi -- eo) fü κάν 方程 
9,—6909.t p=0 


$ o= y RA Ext 


上 式 乘 jydxdr 再 积分 ， 
可 得 | 


y, Sy y. t у 


作 场 平移 变换 ( 式 (2.196))， 则 


+ о 
~ ~ 1 ~ ~ І x - 
Му, а)= 1] |7,»,- 2y.— у? ]ax- L(y) 


与 式 (2.193) 对 照 可 知 . 


又 : 


代入 式 (2.194) 


~ л 


一 «Ὁ 


Бу, α)- 0 


xxx 


= 0 


Xxxx 


(2.197) 


(2.198) 


(2.199) 


(2.200) 
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即 
M= |odx (2.201) 
作 空间 平移 变换 (πὸ (2.197))， 这 时 要 注意 α 是 小 量 ， 如 可 得 
y,7 δι αγ)». 
等 等 ， 于 是 | 
10. d= + а) [5+ Y, 625, 2,5, Јаке 16) 


因此 有 


Εὖ» х)= 0 
X: 
óL _ 
бу — У, 
| -Z| | & 
до |, д | o дх 
于 是 
óL ὃγ _ 2 L 
yz Ë ar x= pia- fe dx 
Bp 
Му= — [Ῥω (2.202) 
作 时 间 平 移 ( 式 (2.198))， 可 得 
ο ο ο 25.5] 
因此 
dF(y, ә) aír-- ~ ~ ~z~ ~ 
dt m 2 PA τόν», 2y, y, CE 
进而 可 得 
d дЕ(у, х) ld | 3 2 d = 
а= — 5а |170, Dia |= - 21 
X: 
ду] . 0» _ ду 
ὄχ]. δη... δι 


于 是 


—70— 第 一 部 分 “孤立 子 基 础 理论 


ôL ; [Γ1 1 yi, |4χ 
= [E оа ;-[}»»,- 322,2. +y? «Ἔλα 


H= [νι 1». |ax= 166 5р? |ax 


Вр 


A (2.202)ж WT ELA (2.20118 9]. н (2.201), φ 可 看 作 KdV 孤子 作为 粒子 ， 


(xz，10 点 的 几率 ， 于 是 粒子 的 位 置 可 写成 


хфах 


求 导 


(2.203) 


出 现在 


此 即 式 (2.202)， 但 二 者 相差 因子 3 是 因为 选取 v 的 单位 有 所 不 同 。 事 实 上 ， 式 (2.202) 只 是 


说 - [o ”dx 是 守恒 量 ， 完 全 可 以 认为 动量 是 这 个 量 的 3 8 


2.6.4 KdV 方程 的 等 价 粒子 微 扰 方法 与 孤子 相互 作用 


本 书 作 者 主张 等 价 粒 子 理 论 作为 微 扰 方法 用 于 κάν 方程 ， 并 作 了 下 面 尝 试 . 


方程 式 (2.199) 存 在 微 扰 项 时 ， 即 
9,— 690p +p — Vo 
于 是 定义 孤子 作为 粒子 的 位 置 


粒子 质量 仍 由 式 (2.201) 给 出 。 于 是 : 


dM  |dop, _ D 
dr là dx= ПСЕ 一 9 十 Po |ax- [Poe 


аҳ) 1 dM 1 [до 
кт mi аг 
Вр 
1 dM _ 2 
y= 一 Md — xVodx— 4r ф dx 
或 


34 KdV 


(2.204) 


(2.205) 


(2.206) . 


(2.207) 
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ATRIJ 
ἀ(Μν) _ 
ο. dt 
由 于 KdV 方程 的 绝热 近似 是 单 参数 的 ， 因 此 ， 一 般 只 需 一 个 方程 来 确定 其 参数 演化 。 位 
置 演 化 需要 用 速度 表达 式 来 确定 。 因 此 ， 在 等 价 粒子 分 析 中 只 用 动量 方程 ， 也 就 是 说 只 需 
要 式 (2.201)、 式 (2.204)、 式 (2.207 ) 和 式 (2.208)， 当 


ДИ; -ôM 


Vo- V(t)p(x, t) (2.209) 
{55 (2.207), (2.208) 513 R: 
Му= — Ja (2.210) 
SOR) = 2V aM) 2.211) 
Вр 
Му = | Ую | (2.212) 
0 


若 从 式 (2.201) 计 算 M， 则 可 从 式 (2.212) 解 出 mw 从 而 由 式 (2.204) 及 ， 的 表达 式 解 出 孤子 位 
置 的 时 间 演 化 。 式 (2.212) 表 明 ， 当 式 (2.209) 中 的 V(D< 0 时， 代表 一 种 损耗 。 下 面 讨论 几 
种 微 扰 Кау 方程 的 等 价 粒子 分 析 。 

(1) Vo= — ap 

这 种 微 扰 项 代表 系统 耗 散 ， 如 见 文 献 (65)， 可 设 微 扰 解 具有 形式 

p= — 29 sech'[u(t)x— ἔ(1γ] (2.213) 

此 即 所 谓 的 绝热 近似 ， 这 种 情况 满足 式 (2.210) 且 了 (D= -x， 因 此 ， 将 式 (2.213) 代 人 式 
(2.204)、 式 (2.201) 容 易 得 到 : 


xq) Ee) 
M(t)= 一 2y(t) (2.214) 
再 由 式 (2.210) | 
| Му= — \[о'ах= — 16μ᾽ (2.215) 
由 式 (2.212) 及 式 (2.213)， 可 得 
| u (ο р (Oe " (2.216) 
Bn 
о) p0” 0.217) 


这 一 结论 与 文献 34) 基于 逆 散 射 的 微 扰 理 论 的 结论 一 致 。 在 那里 ἂμ, ἆῑ----2αμ/ 30, 
文献 34]，p781)。 再 由 式 (2.214) 及 式 (2.215) 可 得 


FOL v» ва) Si ge ` 3" 
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从 上 式 解 出 
ο O+ ÉL ON e 3“ | 

可 以 看 到 ， 用 这 种 方法 给 出 的 绝热 近似 中 ， 慢 变 参 数 的 时 间 演 化 比 其 它 任何 方法 都 简捷 
HT. 

(2) Vo= ?0 .. 

这 种 微 扰 项 也 代表 另 一 种 耗 散 “ ”， 把 试探 解 仍 设 为 式 (2.213) 的 形式 ， 则 可 得 : 

x()- ¿(t) 


M(t)- — 2y(t) (2.218) 
ҥш s& (2.207), 

Mv- — 16и (t) | (2.219). 
H (2.208) 

3 5 

d » SXEM (2.220) 
-将 式 (2.219) 代 入 式 (2.220) 有 

de - => n (2.221) 


这 一 结论 与 文献 (24) 一致 注 ; 文献 O40 p781 的 结果 应 为 式 (2.221) 的 结果 ， 那 里 多 2 倍 是 
文献 C30 的 错误 ， 可 由 文献 中 的 式 G.1) 计 算 ， 结 果 应 是 本 节 的 式 (2.221)， 不 是 那里 的 式 
G.5)， 解 出 式 C.221) 有 

μ΄ (0) 


2 

din 16yu^ (0): 
iS он 
EET 


(2.222) 


上 式 代 表 了 ш) BERT IRL ҖЕ. 这 是 耗 散 造成 的 。 μμ... (2.219) 18 
=. 
= v(t)= 8ш 


因此 


407 µο 55 15 mn[ 1+ 16000] 


8) ro= £59 cxx 
这 种 微 扰 代 表 了 高 阶 空 CET. “” 。 若 仍 采 用 绝热 近似 式 (2.213)， 则 可 得 式 (2.218) 和 
式 (2.219)， 但 式 (2.218) 给 出 


d(Mv) _ 
ΠΝ 


因此 ἁμι.;ἀι-0, 3X (S E BECA (34 中 的 式 (3.1) 计 算 的 结果 一 致 。 事 实 上 ， 若 将 
Vo= 5,9... tv 任意 ) 代 入 式 (2.208)， 恒 有 d(My)/ dt=0， 因 此 ， 这 种 微 扰 项 总 是 不 改变 
弧 子 的 动量 。 在 这 种 情况 下 ， 绝 热 近 似 式 (2.213) 是 不 适宜 的 ， 应 寻求 其 他 形式 的 试探 解 。 


= 0 
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(4) Кау 双 孤 子 相 互 作 用 的 分 析 
用 等 价 粒 子 理论 ， 可 以 讨论 两 孤子 的 相互 作用 问题 ， 设 两 孤子 解 是 两 个 孤子 充分 远离 
Π{ μη δ5}π, ΗΙ 
ф=ф,+@, 
则 代入 KdV 方 程 并 分 离 有 : 
9,7 OPP k E OP parr T Vo, Q.223) 


Pe,- eco e Ao e, ев k. 11. 2) 
C,21-4,  C,- l- 4, 
RP. 4,, 4, 的 选择 原则 是 : ΤΝ ΒΛ. КВИ Кау 方程 是 近似 可 积 


的 ， 即 在 得 到 ф, B LER BEVO, Xf o, 的 依赖 关系 后 是 可 积 的 。 以 后 的 处 理 与 第 8 
章 对 NLS 孤子 相互 作用 的 等 价 粒 子 分 析 类 似 。 
2.6.5 多 分 量 Noether 定理 
前 面 的 Кау 方程 是 实 方程 ， 但 NLS 方程 是 复方 程 ， 因 而 有 两 个 分 量 。 对 于 多 分 量 
Ji. Noether 需要 修改 ， 下 面 以 二 分 量 为 例 ， 设 : 
u= (y, y`) 


u = Ми) 或 u = NG) . (2.224) 


tt 


^ 


Цу, γ᾽. y» у,)= μα. y yp у, )йх 


PAWEH PALOS γ᾽. APRE y E x 的 导数 时 ， 有 : 


ŠL aL ŠL δ] 
ŠL аг δ], _ 6L 
бу, ду y, p ду, 
ELZA 
JIL]= Jio. y` y, y, d: 
由 于 
ñ 8L 51, 51 δ], 
AJT L= |] —ëy+ 一 一 6y + ὃν + 6 dt 
] ПЕ у 7 tg. "E » | 
X: 
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同 理 ， 可 得 另 一 项 ， 即 


于 是 
51 aL L а[81 . 
ο ο ο 
因此 有 : 
TEM ôL а (1 _ 
e 8-68) 
ŠL а У) 
Bp dy] 
L = 工时 ， 这 两 个 欧 拉 方 程 是 等 价 的 。 作 变换 
у= уу} o) (2.225) 


WLO LO), Гу) 等 量 是 L(y，y . ν у) 等 量 的 简写 。 


如 果 定 义 
L(y, α)- i1». α)) 
ALO, R 


-~ ~ --. ἀΕΟ, 
Цу, а)= L(y)+ o 2) (2.226) 
则 在 式 (2.225) 变换 下 运动 方程 式 (2.224) 是 不 变 的 ， 不 变量 是 
81 ау δ], ау" дЕ(у, о) 
- [2 E" DE fax- pm (2,227) 


证 明 仍 是 简单 的 。 因为 
ὃ ἀξ. aL(y, a) - | 


8L δ], 51 ду .8L ду” 
DEI 7! ra σα, dx 
у дә By” дә um E ôy” да 


ôL oy d (51, ay ày d 8L 
----ς + — 一 -二 一 
ὃν Om dt dos 3i да dt a " 
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上 面 最 后 一 步 用 到 欧 拉 方程 和 


а (51 ον}. asl, а 0) 
dt by, δα) OxdtBy, бу dt V0 
按照 上 述 步 又， 可 得 多 分 量 方程 的 Noether 定理 。 
26.6 NLS 方程 的 等 价 粒 子 理论 


场 平 移 操作 在 单 分 量 方程 中 即 为 ?= y+ % 之 类 的 简单 平移 ; 但 对 于 多 分 量 方程 ， 则 
对 应 于 单位 旋转 变换 ， 如 对 于 复 量 方程 ， 可 将 其 在 复 平面 上 旋转 α 角度 ， 即 


p= фе“ (2.228) 
对 于 NLS 方 程 : 
дф 12 9 
BECCAN 19° p 
91 - Τη a + lọ]? φ᾽ = 0 (2.30) 


将 式 (2.229)x 56g“ + 式 (2.230)x бо, B$ didx 积分 ， 即 可 得 到 : 
дф κ o9 38 1 
L= faxi (o ðr 7» )- 2 
дф 


д°ф 
і + "EN 219| p= 0 (2.232) 


ae |° 
дх 


+ ΠΝ (2.231) 


ôt 


.д д до |? 4 
r= fali R- ot) E| e] Ca 
在 下 面 分 析 中 ， 采 用 式 (2.232)， 在 式 (2.228) 变换 下 ， 
10 a= L9) ^ =o 
— у= 
因此 


- [[- 3ier- iier Jax 


| le] dx (2.234) 


Ш 


TE [a] E35: 
φ(α)-- Ф(х+ α)-- ф(х)+ αφ (x) 
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ф `(х)= φ ` (x+ @= 9 ` (х)+ ug (х) 


Tow 


.ὂφ -ὂφ ~ ^ ox =“. 2 

чү 9—— +0 

a ορ *oo.9, + Фф ]+ Οία) 

9e" fo'e) _ = - 

οι = (e L) φ (х)= φ GO) αφ. (x) 
2 ~ 1? ~ ~e 5-5, 2 

le .| =|Ф„| + 3o, o. + Фф |+ Οία) 


4 _ 14 ~j? ~ --ε ~~a 2 
jẹ] = lo| * 2α]φ] [р ο + фо, )+ Οία) 
ο )- Gor oo) 
- (5.919 9,91 Јеж fadal o + oo Das 
由 于 第 一 项 中 两 个 括号 分 别 是 全 微分 : 


和 


第 二 项 和 第 三 项 分 别 是 全 微分 


2 ἆ 2 
lel de 


因此 


因此 
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-Ml др _ op 
1 - m=i [е ax Фах |& 
作 时 间 平移 : 
e()- e(t а)= e(t) аф (0) 
9 (O= ф ` (D+ αφ (0) 


"дф -ὂφ 
92,79 atn 9 十 9 “9,] 


^- 


Q.— p+ аф, 


ET" Ф “+, 9, + об?) 


ix x 


le. | `= | 


lọ |*= lel 


x 


+ PH [9,9° * Фф; 1+ Οία) 


~ ~, ~ ~ 4 2/55 ~~ 4 
一 D * 9.9, I τα [ο] o 99, jdx 


παπα [30 9 ὃ; ®- Jo, + lol! Ја 
Bp 
& Be e) le, lo Jex 
X: 
6L d ôL i др др on дф 
δρ 2? Bp -3* ата а HE 
因此 


I = E= III lol“ |4х 


—n— 


(2.235) 


(2.236) 


对 于 微 扰 NLS 方程 的 等 价 粒子 理论 ， 可 按 前 面 方法 给 出 ， 即 从 式 (2.234) 出 发 定义 粒 
子 位 置 ， 速 度 、 动 量 及 冲力 。 在 本 书 第 11 章 中 ， 将 此 方法 用 于 光 孤 子 相互 作用 时 ， 将 作 


具体 说 明 。 
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对 于 拓扑 孤子 ， 不 像 非 拓扑 孤子 那样 ， 具 有 边界 lp| 一 0 (|x| 一 oo)， 而 是 |p| 一 同一 有 限 
值 。 在 这 种 情况 下 ， 守 人 恒 量 及 Lagrange 量 等 的 积分 需要 考虑 这 种 边界 条 件 ， 这 时 式 


(2.194) 和 式 (2.227) 应 分 别 修改 成 : 


ŠL ον д (дЕ 
= |522 - 3x (бт )+ b, |а 


(2.237) 
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i ŠL ду" 
r= [2-24 ЭЕ фу (e). s, |; (2.238) 


δν δα δν Qa дх δα 
之 所 以 这 样 是 由 于 它们 分 别 来 源 于 
d [25 6L ду B : 
SZ- Kor reso o xs etim 
# 
r ez prae κ] ο aeneanm 


因此 ， 在 上 两 式 的 积分 中 加 一 常数 p。， 并 不 改变 上 式 。 这 里 的 5, 应 由 具体 边界 条 件 确 
定 ， 原 则 是 使 积分 存在 ( 即 取 有 限 值 )， 上 面 两 式 还 适应 于 一 有 限 值 (x|-se 时 ) 的 非 拓扑 
孤子 ， 前 面 与 此 不 同 之 处 是 : 虽然 lp| 一 同一 有 限 值 ， 但 在 х= 4 c 处 却 不 相同 。 下面 
以 拓扑 NLS 孤子 ( 即 kink 孤子 ) 为 例 说 明 。 


考虑 到 方程 | 
LONEICINP ET (2.239 
д дх? Ф| P= . ) 
支持 kink 拓扑 孤子 ， 边 界 条 件 是 
lel^e, (9 ә) 
于 是 作 变 换 
p= ue [щі u (|x|— o) (2.240) 
则 式 (2.239) 变 成 
Ou Ou 
i m + 2Η] — uDu- 0 (2.241) 
X 
其 Lagrange 量 是 
το . . * | 2 
L= | dx| 5 (u e - εὖ )+ E + Qu — u | (2.242) 
于 是 作 场 平 移 变 换 
u= ue" 
可 得 
LG, α)- Ш) > 2 0 


同 得 到 式 (2.234) 一 样 ， 式 (2.238) 即 是 


+ © 
2 
L= | [xu| + b ldx 


H u 的 边界 条 件 应 选择 b = 一 u, 才 使 上 面积 分 为 有 限 ， 因 而 kink 孤子 的 质量 是 
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I = M= f [Iu] = из]ах (2.243) 
按 得 到 式 (2.235) 的 步骤， 可 得 
if r ðu ðu“ 
L- м DES Jax (2.244) 


此 式 同 式 (2.235) 一 样 ， 这 里 显然 取 ,= 0。 在 得 到 这 个 守恒 量 过 程 中 ，9F/ δι 只 增加 了 
— аии u^ + uu) 项 ， 这 是 全 微 项 ， 故 对 δΕ/ δι 的 仍 为 零 。 同 理 ， 由 得 到 式 (2.236) 
的 步骤 ， 并 考虑 到 这 时 ΘΕ, δι 将 增加 一 2жи\(и и ”十 uu )dx= 一 22420, ul dx 项 ， 

因此 


I= E= — 


ul — ил) Mix (2.245) . 


XB. BET 一 u。， 在 得 到 9 F/ 985 时 ， 式 (2.232) 中 原 9"w/ Ox "项 的 反 号 导致 了 式 
(@.236) 中 ,| 项 的 反 号 ， 于 是 有 上 式 。 上 面 已 经 看 到 ，kink 孤子 的 质量 及 能 量 是 负 值 ， 


2.6.8” 微 扰 拓扑 孤子 的 等 价 粒子 理论 及 修正 守恒 律 


仍 以 微 扰 NLS 方程 的 kink 孤子 为 例 来 说 明 拓扑 孤子 微 拢 情况 下 的 等 价 粒子 理论 。 没 
AWR [μ(4 55, Dp = и (也 就 是 u(x, 六 的 幅 值 ) 不 随时 间 变 化 ， 但 在 微 扰 情况 下 ， 一 般 
是 要 随时 间 变 化 的 ， 即 xu =xo(D)， 这 时 式 (2.237) 和 式 (2.238) 中 的 应 取 为 零 ， 同 时 ， 前 
面 的 逻辑 起 点 也 应 从 式 (2.241) 退 回 到 式 (2.239)。 这 时 ， 由 这 两 式 给 出 的 1 的 积分 可 能 是 无 
穷 ， 但 可 以 用 极限 的 方式 来 处 理 。 事 实 上 ， 实 际 中 也 难以 找到 具有 这 种 边界 条 件 的 物理 背 
景 中 的 暗 孤 子 ， 也 只 能 以 一 个 比 暗 孤 子 宽 得 多 的 平坦 脉冲 为 连续 波 背 景 而 不 可 能 找到 一 个 
真正 无 穷 宽 的 连续 波 背景 。 计 算 7 中 的 上 下 限 (+ ceo) 应 理解 为 在 连续 波 背景 的 宽度 范围 内 
积分 ， 但 在 数学 书写 形式 上 仍 以 + co 为 上 下 限 。 这 种 情况 下 ， 把 了 和 了, 作为 kink 的 质量 
和 能 量 显得 牵强 ， 但 可 认为 与 质量 和 能 量 对 应 的 守恒 量 。 于 是 ， 有 关 非 拓扑 NLS 孤子 的 
等 价 粒子 公式 (1 、 及 其 变化 ) 都 可 以 照搬 ( 详 见 第 八 章 ) 

对 于 微 扰 作 用 下 的 修正 守恒 律 ， 也 要 以 上 述 分 析 进 行 处 理 ， 对 NLS 方程 ， 按 上 述 分 
析 ， 在 有 微 扰 时 ， 守 恒 量 应 是 : 


To | 
I= f [o | dx (2.246) 
. + о .д ә , . . 
= 1 op o` 
1,= ;| [o ax T Ax ὃς x | (2.247) 
| + o 
I= -f [le .| + || Jdx (2.248) 


这 时 守恒 律 由 下 式 给 出 : 
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d, (""(81 . 61, 
ur = | i εκ [φ]- Τε Ple] jx (2.249) 
式 中 ，sRIp] 是 下 式 中 的 微 扰 项 ; 
2 
i99 292+2lpl2p= cR[g] (2.250) 
Of әх 


修正 守 便 律 法 与 等 价 粒子 理论 都 是 处 理 微 扰 问 题 的 有 效 方法 ， 在 后 面 章节 要 用 到 。 
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用 Noether 定理 ， 还 可 导出 其 它 方 程 ， 如 Sine-Gordon. MKdV. NLS 方程 等 的 守 
恒 量 ， 尤 其 是 质量 表达 式 。 有 了 质量 表达 式 ， 就 可 以 仿照 式 (2.204) 定 义 孤 子 位 置 ， 进 而 定 
义 孤子 速度 (如 式 (2.206)) 和 动量 ， 从 而 得 到 动量 方程 (如 式 (2.208))。 作 者 对 于 这 些 问 题 仍 
在 作 深 入 研究 (包括 对 Κἀν 及 NLS 方程 )” 前 面 我 们 已 看 到 ， 作 为 微 扰 方法 ， 等 价 粒 子 理 
论 也 能 给 出 慢 变 参数 的 时 间 演 化 ， 并 与 基于 逆 散 射 理论 的 微 扰 法 结果 完全 相同 。 因 此 ， 这 
将 与 逆 散 射 微 扰 法 一 样 成 为 处 理 近 似 可 积 系 统 和 不 可 积 微 扰 系 统 的 有 力 工具 。 这 一 构想 及 
其 方法 是 由 作者 提出 并 极 积 主张 的 。 当 然 ， 其 中 还 存在 若干 问题 ， 还 有 待 我 们 作 深入 探 
PR. fn KdV 方程 的 绝热 近似 解 中 只 有 一 个 参数 ，NLS 方程 的 绝热 近似 解 中 可 以 有 两 独立 
参量 ， 这 就 是 说 ， 对 于 KdV 方程 只 能 用 各 “守恒 量 ” 的 运动 方程 中 的 一 个 ， 而 NLS 可 以 
用 两 个 。 如 果 各 运动 方程 能 给 出 无 矛盾 的 结果 ， 也 就 没有 任何 困难 。 但 事实 上 并 不 这 样 ， 
如 对 KdV 方程 ， 只 有 用 动量 方程 才能 给 出 与 着 散 射 徽 扰 法 相 一 致 的 绪论。 那么 ， 给 定 一 
个 方程 ， 究 竟 该 用 那 一 个 守 便 量 方程 来 确定 参数 演化 规律 ， 而 且 为 什么 ? 这 是 一 个 问题 ， 
这 似乎 与 各 方程 的 守恒 量 、 守 恒 性 质 及 变换 性 质 有 关 。 作 者 似乎 感觉 到 ， 一 个 绝热 近似 几 
也 概括 了 除 上 述 可 用 于 确定 绝热 近似 中 的 慢 变 参数 的 守恒 量 (及 其 演化 ) 之 外 的 其 它 所 有 守 
恒 量 (及 其 演化 }》 一 个 试探 解 似 应 概括 许多 (几乎 所 有 ) 守 恒 量 ， 而 只 剩 下 的 几 个 守恒 量 (及 
其 演化 ) 才 用 于 确定 试探 中 的 参数 演化 ， 只 有 这 样 ， 试 探 解 似乎 才 合 理 。 
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数值 方法 与 孤子 自动 机 


3.1 数值 方法 的 必要 性 


前 面 已 看 到 ， 非 线性 方程 中 能 够 严格 解析 求解 的 方程 是 届 指 可 数 的， 而 且 每 一 种 求解 
方法 都 有 一 定 的 局 限 性 ， 即 使 那些 可 积 方程 ， 往 往 也 只 能 得 到 孤子 特 解 。 但 对 于 初始 注 和 人 
所 确定 的 演化 ， 并 不 是 所 有 情况 下 都 能 解析 求解 。 前 面 已 经 看 到 ， 即 使 是 标准 的 KdV 或 
NLS 方程 ， 虽 然 他 们 都 是 可 积 的 ， 但 只 有 非常 特殊 的 初始 注入 (如 Кау 方程 为 
A(A+1)sech х, NLS 方程 为 Asech x) 才 有 解析 解 。 在 求解 孤子 解 的 诸 方 法 中 ， 只 有 逆 散 
射 方 法 既 能 求解 孤子 特 解 ， 也 能 求解 初 值 问题 。 对 一 般 初始 注 人 ， 逆 散射 方法 首先 被 本 征 
值 问题 所 阻拦 ; 再 者 ， 即 使 是 本 征 值 问题 能 够 完全 解决 ， 但 其 散射 数据 中 的 反射 系数 可 能 
不 为 零 ， 在 这 种 情况 下 的 严格 解析 分 析 至 今 尚 能 作出 ， 或 者 说 G--L-M 方程 的 解 不 能 表 
达 为 封闭 形式 。 因此， 数值 方法 对 于 研究 非 线性 方程 解 的 演化 就 变 得 十 分 重要 。 下 面 就 党 
见 的 几 种 数值 方法 作 简 单 介 绍 。 数 值 方法 可 分 为 三 大 类 : 一 类 是 有 限 差 分 法 ; 另 一 类 是 函 
ЖОШ; 第 三 类 可 以 说 是 二 者 的 混合 使 用 。 其 中 ， 函 数 副 近 法 包括 有 限 元 法 、 有 限 
Fourier 变换 (以 三 角 函 数 为 基 函 数 )、 样 条 Spline 函数 展开 (分 段 多 项 式 局 部 基 )、 配 置 法 
(Collecation)， 等 等 。 


3.2 有 限 差分 法 


对 于 一 般 非 线性 方程 
и = N(u) (3.1) 
分 别 对 时 间 和 空间 离散 化 ， 使 x = Axe m, t = Леп, WR (3.1) 可 被 离散 成 : 
简单 显 式 格式 


ndi 


u 一 и" = At ° N , (uz) (3.2) 


m 


简单 隐 式 格式 


и" = u = Ate NL) (3.3) 


т 
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Leapfrog 格 式 
u^ uim см + М, (uL) (3.4) 


m 


Hopscotch 格 式 


п+ 1 


и 一 и" = At ° N ία) 3.2). n+ m= M 


и" — и '= Ме N. (и") 43.3) n+ m= 偶数 
Leapfrog 格式 的 特点 是 对 抛物 线性 型 方程 不 稳定 ， 但 对 双 曲 型 很 适用 。 Hopscotch 
格式 既 简单 ， 又 快 又 稳定 ， 但 对 抛物 线 型 方程 ， 需 要 控制 时 一 空 步 长 比例 ， 即 At~ 
(Ах), Ый Ж. | 
对 于 KdV 方程 初 值 问题 
u + uu + ó u, = 0 


xx 


u(x, 0)= u (х) (8.5) 
车 采用 差分 格式 ， 则 
и"? E "ES ТА (ит +t и" + и" и" и” |) 
^ n n „ m . 
- А, | ο. 21, 1 十 2и a L ) (3.6) 


m= 0, 1, 2, =s 2Ν-- 1 
и? = u(x > 0) 
Xu. uno u(mAx，nAt)， 这 种 格式 ， 动 量 Уи" ETEN, ELEU LPEE 
«ΒΝ. | | 


NF NLS ye” 
| . 11 2 
ш + zu, + lul u= 0 (3.7) 
‚Ж = Az* m, 1 = А • п, 上 式 表示 成 Leapfrog 格式 ， 则 
m+ 1 m— 1 т т т - 
M, τα, Mui 20, + и | m 2 m (3 8) 
те —— = — —  . . — . ”一 u : . 
2Az Z(At)? л п 
车 用 Hopscotch 格式 ， 则 
u"*! т 1 и” 2u" + и”: 
>- R EM — _— n+l n п- 1 1 т 2 m | т т 
! 2Az | Е 2(Διγ᾽ – 5 (|97 | Wal u^ ,| D" G 9) 
if Crank- Nicolson 格 式 ， 则 
ml m-l 
M, ш u, = 1 m m m т+ 1 т+ 1 mtl 
i Az | аА) (иу 2и, + + PT 2 n "n 
1 π-1 |} m m|? m 
* 36", dur σος (3.10) 
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3.3 РРС 69) 


光束 传播 法 一 般 用 于 Νις 方程 的 模拟 ， 对 其 它 方程 的 应 用 未 见报 道 。 现 以 NLS Jj 
程 为 例 ， 说 明 其 处 理 方法 及 步 又， 对 于 NLS 方程 式 (3.7)， 在 固定 时 间 点 ! 考虑 区 间 
[z，z+Azj， 把 EE[z，z+Az] 看 作 变 量 ， 则 式 (3.1) 可 写成 如 下 的 算 子 方程 : 


де = 1Ти 4.11) 
T- d lu? (3.12) 
at . 
将 式 (3.11) 在 区 间 [z z+ Az] 积分 ， 并 忽略 |x(t，z3)| 在 这 个 小 区 间 中 的 变化 ， 则 
u(t, z+ Az)— ехр(іГ * Az)u(t, 2) (3.13) 
Bp 
| .1 e | › .1 e 
u(t, z+ ΔΖ)Ξ exi Δα 2 раме lu(t,. z)] yoxp| (Аг 2 kaa. >|) 
дї дї 
(3.14) 


式 中 ， 已 把 [(17 2)8 /91 ] 劈 为 两 半 。 这 就 是 光束 传播 法 的 数值 演化 依据 ， 对 于 二 孤子 
的 初始 注入 | | 

Е wt. z= 0)= N,sech(r- 5 A)+ N,sech(1+ 74) (3.15) 
RAR 3.14)， 可 得 到 传播 任意 距离 的 孤子 解 ，A ЗЕНОНА ME. 

对 于 式 (3.14) 的 计算 有 两 种 方法 : 其 一 是 用 Fourier 变换 (一 般 是 快速 Fourier 变换 
FFT) 来 计算 对 时 间 的 二 阶 导数 ， 这 时 可 认为 是 函数 逼近 法 (对 时 间 部 分 ) 和 差分 法 (对 空间 
部 分 ) 的 结合 ; 其 二 是 用 差分 法 来 计算 时 间 二 阶 导数 ， 例 如 式 (3.14) 中 两 次 用 到 算 子 


2 


А лу δὶ 
P = е8) n (3.16) 
对 此 作 展 开 
2 i, ô l ji 20 
T = 1+ ΔΙ 了 十 可 Az) тъ" 
截 短 后 
А i e 
T = 1+ --Δζ. — 3.17 
i 4 э? (3.17) 


然后 ， 对 式 (9.17) 中 的 05/06 采用 适当 的 差分 格式 ， 例 如 ， 采 用 龙 格 一 库 塔 方法 ， 这 
样 ， 该 方法 就 变 成 完全 差分 法 。 光束 传 播 法 能 否 用 于 其 它 方程 是 值得 一 试 的 。 
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3.4 5; Fourier 变换 法 t 6 79 


这 个 方法 也 常用 于 NLS 方程 ， 对 于 其 它 方程 应 用 尚未 见报 道 。 因 此 ， 本 节 仍 以 NLS 
方程 来 说 明 。 把 式 (3.7) 在 区 间 {z。z+Az] 等 价 为 : 


ΠΣ ¿£ e [z,z+ Az/ 2] (3.18) 
pi- — |4] и ¿e [z+ Az/2, z+ Az] (3.19) 
Ж 6 є [2, 2+ Az/ 2] b. A^ubxX 0.19) 起 作用 ， 即 
u(t, z+ Az/ 2)= ехр(и| Δζ)μ(ι, z) (3.20) 
式 (3.20) 关 于 上 求 Fourier 变 换 有 
u(z+ Az/2)- 天 [exp(ilz| Az)u(t, 2) . 6.21) 


对 于 式 (3.18) XT. t Ж Fourier 变换 ， 并 让 式 (3.19) 在 <“ e [z+ Az/ 2, z+ Az] 上 起 作 
HR. MH 


u(z+ Az)» exp(— io? Az 2)u(z+ Az / 2) (3.22) 
将 式 (3.21) 代 人 人 式 (3.22) 并 对 u ERRERA 
u(t, z+ Az)= F '[exp(— io Ат / 2)F(expü]u(t. | Агђиб, 21] (3.23) 


上 式 即 分 裂 步 长 Fourier 变换 法 的 数值 演化 依据 ， 实 践 证 明 ， 这 一 方法 有 效 且 稳定 。 
分 裂 步 长 Fourier 变换 法 与 光束 传播 法 是 有 一 定 联系 的 ， 式 (3.13) 可 写成 


Аг. δ... 


u(t, z+ Az)= e? rel 和 


u)- e^ G(x, (3.24) 


AP, ба. 2)= u(t, zexpülu(t, |) T isi. 把 式 (3.24) 展开 ， 则 


ult, z+ Az)— (1+ 7 T, --77 + 一 一 l T+ Jac. z) 


2 3 fà 
对 上 式 两 端 作 Fourier 变换 ， 
πίω, z+ Az)= PE T'G(. 2]) (3.25) 
ERA |5 “~” BRE Fourier 变换 ， 由 于 
F| T'G(. 2] - G; ΕΤ J (3.26) 
利用 Fourier 变换 性 质 ， | 
ГА 2n - 
2590 2 |= Ga)” ὄ(ω, z) 
t 


于 是 式 (3.25) 变 成 
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μίω. z+ Az)= P G az) oy" δω, 2) = ЖҮ Glo, z) (3.27) 


XL EX EXE Fourier 变换 ， 立 即 得 到 
-1, ілбе) 


ult, z+ Az)= F [67 F(G(t z)]] 
Ер 

ult, z+ Az)= F [ο 29" pe" ay] | 
此 即 式 G.23)。 因 此 ， 对 光束 传播 法 中 的 时 间 二 阶 导 数 用 Fourier 变换 ， 实 质 上 就 是 分 裂 
步 长 Fourier 变换 法 。 

各 种 数值 方法 都 具有 强烈 的 针对 性 ， 因 此 ， 我 们 在 使 用 数值 方法 时 ， 应 根据 具体 问 
题 ， 选 取 相 应 的 方法 。 对 于 NLS 方程 ， 可 以 肯定 地 说 分 裂 步 长 Fourier 变换 是 最 好 的 ; 
但 对 于 孤子 边界 反射 问题 ， 这 种 方法 显得 不 很 方便 ， 这 时 用 上 述 完 全 差分 的 光束 传播 法 较 
方便 ， 因 为 反射 过 程 是 极 短 的 ， 这 种 这 方法 非常 有 效 ; 对 于 长 时 间 演 化 问题 ， 需 要 调整 具 
体 的 差分 格式 。 


3.5 Park i Satsuma 孤子 细胞 自动 机 


细胞 自动 机 (cellular automata) 是 分 析 自然 界 复杂 现象 的 十 分 有 效 的 重要 模型 ， 已 被 
广泛 用 于 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 和 计算 科学 等 各 个 领域 “站 7? 。Jensen C? 利用 或 然 自 
动机 研究 了 非 平 衡 临 界 行为 ; Dab“” 等 人 提出 用 点 阵 气 体 自动 机 来 微观 逼近 耦合 的 反应 
一 -扩散 方程 。 细 胞 自动 机 是 一 种 时 间 、 空 间 及 状态 完全 离散 的 系统 ， 在 某 些 情况 下 ， 当 
它们 相互 作用 时 ， 能 保持 各 自 的 特征 ， 因 而 可 看 成 是 一 种 最 简单 的 孤子 系统 。Park 等 
人 “ ”提出 了 一 种 新 型 自动 机 ， 被 称 为 滤 渗 自动 机 (Fiiferautomaton)， 他 们 发 现 其 中 的 孤 
子 碰 擅 行为 非常 普通 。 在 普通 一 维 细胞 自动 机 (CA) 中 ， 考 虑 在 时 空 点 (4 站 上 有 上 天 个 取 值 的 


座 值 w, ， 其 中 ，--co< (< +оо, -oo< i< +оо ， 座 值 演化 由 一 固 定形 式 的 FHE 
+1 t t 


f 了 
a = F(a . a. "з аз s а) (3.28) 


i i—r i-rti А 
来 确定 ， 显 然 ， 第 i 个 座 在 下 一 时 刻 “1 的 取 值 取 于 前 一 时 刻 1 与 第 i 个 座 相 邻 的 2r+1 个 
座 上 的 取 值 。 于 是 ， 给 定 每 个 座 上 的 初始 值 ， 则 自动 机 的 时 间 演 化 就 确定 了 。 
在 滤 渗 自动 机 (FA 一 Filfer Automaton) 中 ， 演 化 规则 是 


+1 +1 {+ 1 1 f 


t 
а, = F(a, ,, αι νι’ ә а Gy бз ap) (3.29) 


式 (3.29) 与 式 (3.28) 的 差异 是 显而易见 的 ， 我 们 允许 把 一 个 FA ДЛЕ CIS] (eo, 
+cc)， 但 其 左边 必须 只 有 有 限 个 座 取 非 零 值 ， 以 便 在 计算 演化 时 ， 从 左 到 右 进行 扫描 ， 如 
Ж 天 具体 地 取 下 面 形 式 : 

1 SQ) 为 偶数 或 0 


а! = {6 ο oc (3.30) 


式 中 : 
5(гу= Σ a. 


j= -r 
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这 里 已 把 注意 力 集中 在 二 值 座 上 (k=2)，SQ) 代 表 在 1 З]. ТЕ (не 工 出 现 的 
次 数 。 这 一 规则 称 为 奇偶 律 (Parityrule) 滤 渗 自 动机 ， 而 把 整数 +=2，3，…，( 称 为 半径 ) 
认为 是 一 个 参数 。 在 演化 中 ， 时 间 每 增加 一 步 ( 即 由 1 一 t+1)， 就 说 更 新 了 一 代 。 在 演化 中 
还 表现 出 周期 性 ， 使 状态 重复 出 现 所 需 经 过 的 代 的 数目 称 为 周期 (7)。 每 经 过 一 个 周期 座 
值 分 布 要 在 空间 上 移动 ， 移 动 的 空间 座 数 叫 做 位 移 (D)， 于 是 移动 速度 "= D/ 7， 通 过 引 
入 粒子 类 比 ， 将 状态 的 连续 性 表述 为 轨道 ， 在 轨道 中 的 最 小 二 进 制 数 称 为 粒子 的 正则 码 或 
生成 元 ， 这 个 二 进 制 的 长 度 称 为 粒子 的 宽度 。 | 

图 3-1(q) 中 给 出 了 r-3 时 初始 生成 元 是 629 的 演化 ， 可 以 看 出 T=3，D=1， 生 成 
元 序列 (正则 码 ) 分 别 是 : 629，697，1241， 其 中 629= 1001110101, 697-- 1010111001， 
1 241 =10011011001, 3 一 1(b) 给 出 了 r=3 时， 孤子 的 相互 作用 ， 各 孤子 正则 码 及 
(D、 站 分 别 是 : 601(8. 0), 9451(10, 10) 43(6, 6), 967(20, 12). 


o M s Ф) 


3-1 

图 3-2 中 给 出 了 r=5 的 演化 ， 各 孤子 码 及 (D、 帮 分 别 是: 14512, 6), 20102, бу 
273(12，6) 和 27(7, 2). 

RUE. Satsuma “提出 了 一 种 波 渗 类 型 的 自动 机 ， 发 现 自动 机 的 任意 一 个 状态 都 

由 孤 波 构成 ， 而 且 当 它们 相互 作用 时 ， 表现 出 与 孤 波 完全 相同 的 行为 。 这 种 自动 机 的 速度 

不 能 改变 ， 只 要 其 长 度 确定 ， 其 速度 也 就 唯一 地 确定 了 。 这 一 点 非常 类 似 于 Kd V 孤子 ， 

前 者 速度 等 于 其 长 度 ， 而 后 者 速度 正比 于 其 幅 值 . 由 于 这 种 自动 机 是 二 值 状 态 系统 ， 因 

此 ， 其 “大 小 ”只 能 通过 长 度 来 表征 ; 从 这 个 意义 上 讲 ， 可 把 长 度 对 应 成 KdV 孤子 的 幅 
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值 。 然 而 ， 有 许多 孤子 系统 ， 如 NLS(nonlinear schrodinger) 方 程 的 明 孤 子 解 ， 都 是 双 参 


数 的 ， 即 其 幅 值 与 速度 是 相互 独立 的 ， 受 此 启发 ， 本 书 作者 提出 一 种 可 独立 调节 长 度 和 速 
度 的 孤子 细胞 自动 机 ， 并 分 析 讨 论 了 它们 的 若干 守恒 特 性 。 


图 3-2 | ° 


$6 ” 双 参 量 孤子 细胞 自动 机 的 时 间 演 化 及 其 相互 作用 


研究 一 维 空间 中 二 值 状态 细胞 自动 机 ， Ви 取 值 为 0 或 1， 其 中 7 代表 第 /个 空间 离 
散 点 ， 简 称 第 /了 个 座 ，! 代表 第 t 个 时 间 离 散 点 ， 二 者 取 值 范围 都 是 (-co，+oo), 并 规定 
在 充分 左 或 充分 右 的 空间 区 域 中 и, =0， 规 定 其 时 间 演 化 由 下 式 决定 ; 


S 571 ELE ) 
j+ v| 


ΔΕ v, j-1 j+» +t 


s' = s + 1|- S, τ δη 1) (3.31) 


jaro 


дир: 
S= Yu (3.32) 


计算 机 模拟 表明 ， 这 个 系统 也 存在 两 种 类 型 的 孤 波 ， 即 单 孤 波 和 复合 孤 波 。 单 孤 波 仅 由 一 
个 由 有 限 个 1 构成 的 序列 组 成 ; 复合 孤 波 是 由 任意 有 限 个 长 度 相同 的 多 个 序列 组 成 ， 而 且 
这 些 序列 的 间距 必须 等 于 或 大 于 序列 的 长 度 。 这 里 的 “长 度 ” 代 表 一 个 序列 中 1 的 个 数 ， 而 
“间距 ”代表 两 序列 之 间 0 的 数目 。 之 所 以 要 这 样 限制 ， 是 因为 这 个 系统 在 空间 是 非 局 域 作 
用 的 ， 当 间距 过 小 时 ， 相 互 作用 使 它们 变 成 另 一 种 终 态 ， 这 点 可 通过 后 面 引入 的 “内 豪 孤 
波 " 作 进一步 分 析 。 式 (3.31) 还 代表 了 一 种 时 间 反 演 可 道 系统 ， 即 可 根据 后 一 时 间 t+1 的 状 
态 推断 前 一 时 间 上 的 状态 ， 这 时 定义 

5 = Уи (3.33) 


则 uw 的 演化 规律 是 
“= 4(|5 

1 + 1 { 
[1+ 3( + 1|- |5 Sha 1) | (3.34) 
X (3.31) 和 式 (3.34) PH v... у, 均 为 任意 正 、 负 整数 ， 是 控制 孤 波 速度 的 参数 。 孤 波 速 
度 可 定义 如 下 ， 在 某 一 单 孤 波 的 某 邻 域 ， 若 1 时 刻 与 1+ 1 时 刻 的 状态 有 关系 ἫΝ 


t+ k 


=u, HZ, и, = us kv， 因 此， 式 中 的 v 正 是 孤 波 的 速度 ， 由 此 定义 ， 式 (3.31) 
演化 系统 中 单 孤 波 的 速度 为 

1— v — 1 (v,— It 1< y,X v,+ 1) 

у= 」 裂变 (v, t 2« v, & v, D (3.35) 

— v, (其 它 情况 ) 
式 中 ，/ 代 表单 孤 波 的 长 度 。 因 此 ， 在 上 述 参 数 (v，Dlv= (v, v DES I GRUB X 
个 系统 中 的 孤子 是 不 稳定 的 ， 将 裂变 成 若干 较 小 的 “ 亚 孤 子 "。 这 不 是 这 个 系统 所 特有 的 ， 
光纤 中 的 NLS 孤子 和 自 感 应 透明 孤子 脉冲 都 存在 这 种 裂变 现象 (8 ?9 。 当 NLS 方程 中 
增加 一 Катап 项 时 ， 它 造成 频 移 与 幅 值 4 次 方 成 正比 ， 因 而 同一 脉冲 中 幅 值 大 小 不 同 的 
部 分 有 不 同 的 速度 ， 从 而 发 生 裂变 。 自 感应 透明 脉冲 在 吸收 介质 中 ， 只 有 2r 脉冲 是 稳定 
的 ，4r，6m，… 脉冲 将 裂变 成 2，3，… 个 2r 脉冲 ， 根 据 式 (3.35)， 孤 子 速 度 不 但 可 调 
节 ， 而 且 还 可 以 反 向 传播 。 图 3-3(a、b、c) 给 出 了 二 孤子 的 传播 及 相互 作用 。 其 中 ， 图 
3-3{a)，(b) 在 相互 作用 时 ， 二 孤子 交换 一 下 位 置 但 图 3~3(c) 中 的 孤子 相互 作用 时 需 经 过 
一 个 中 间 状 态 后 才 实 现 位 置 交换 ， 即 要 经 过 0110110 才 由 0111010 变 成 0101110。 一 般 '# 
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况 下 ， 两 孤子 相互 作用 就 是 这 两 种 类 型 。 图 3-4 给 出 了 多 孤子 相互 作用 及 其 演化 ， 可 以 
看 到 在 相互 作用 时 无 论 多 么 混乱 ， 但 最 终 各 孤子 都 恢复 了 各 自 原 有 的 状态 ， 这 正 是 孤子 的 
特征 之 一 。 与 Satsuma 等 的 孤子 细胞 自动 机 一 样 ， 相 互 作用 的 唯一 效应 就 是 使 各 孤子 产 
生 相 移 ， 相 移 量 除 与 长 度 有 关外 还 与 速度 有 关 ; Satsuma 孤子 相 移 是 : 长 孤子 为 20、 短 
孤子 为 一 22， 户 为 短 孤 子 长 度 。 但 这 里 不 再 这 样 ， 如 图 3-4(@) 中 长 孤子 没有 与 两 个 短 孤 
子 同时 作用 ， 因 而 可 独立 分 析 ; 第 一 次 相互 作用 时 ， 长 、 短 孤子 相 移 各 是 +9 和 --6; 第 二 
次 作用 时 ， 长 、 短 孤子 相 移 是 +5，-6; 当 多 个 单 孤 子 相互 作用 时 ， 相 移 较 为 复杂 ， 如 两 
个 单 孤子 相互 作用 的 相 移 是 ( 当 /> LRL Bf): 
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H3 二 孤子 相互 作用 及 演化 
(а) v, 72. v,=2; 
(b) v, 72, v,=2; 


(c) vl, v,=1 
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图 3-4 多 孤子 相互 作用 及 演化 
(a) νι ΕΙ, ›,=—1; 
(b) v, 74, v,=4; 


(c) νι, v,=3 


—90— 第 一 部 分 孤立 子 基础 理论 
Ap ,= 2l, (v,— 1< v, v,+ I, 2) (3.36) 
- 2, (v,— Ix v, & v,* /,— 1) 
Ар, i oes s] (+l, 1 v < v9 1 2) 
AP. Ар, 和 Ao; 代表 初始 时 左 、 右 边 孤 子 所 发 生 的 相位 ， 在 < 2+1l 和 其 它 条 件 下 ， 两 
孤子 或 者 等 速 ， 或 者 裂变 ， 或 者 不 碰撞 。 


3.7 ”孤子 细胞 自动 机 的 守恒 量 与 内 京 孤 子 


(3.37) 


现在 的 问题 是 ， 由 式 (3.31) 构 造 的 演化 系统 是 不 是 孤子 系统 ， 这 和 需要 检验 它 是 否 具 有 
孤子 的 以 下 基本 特征 : (1) 能 量 局 域 化 ; (2) 相互 作用 后 不 影响 各 自 的 状态 ; G) 存在 无 
限 可 数 个 守恒 量 。 虽 然 ， 这 个 系统 是 空间 非 局 域 的 ， 这 只 说 明 作用 是 “长 程 "的 ， 但 能 量 是 
“集中 "的 (规定 状态 为 “0” 处 能 量 为 0， 这 里 的 “长 程 "和 “集中 ”只 是 比喻 并 在 后 面 有 特别 的 
含意 ， 因 在 物理 上 若 作用 是 “长 程 "的 ， 则 能 量 必 是 不 “集中 ”的 )， 因 此 ， 第 一 个 条 件 是 不 
成 问题 的 。 根 据 前 节 分 析 ， 第 二 个 条 件 自然 满足 ， 对 于 条 件 (3)， 我 们 注意 到 ， 式 (3.31) 同 
Satsuma 等 的 孤子 系统 类 似 ， 在 特定 的 参数 下 ， 也 有 一 系列 字符 串 的 数目 是 守恒 的 。 若 用 
AI 代表 字符 串 1011 在 序列 中 出 现 的 数目 ， 例 如 串 01101101110 rp 221011 —2, 
#11011=2, 并 11=3， 并 110=3， 这 样 可 得 出 一 系列 守 便 量 ， 例 如 ， 对 于 图 3—4(5). 
#1, #11. 4#1101+4#0010 是 守恒 量 ; ЖЯ 1110011001+#01 11000 + 并 01100 和 
#1110011001 = 220111000 + +01100 +4010 等 等 在 这 个 具体 的 过 程 中 都 是 守恒 量 ; 需要 
指出 前 面 的 守恒 量 与 初 值 及 参数 有 关 ， 但 真正 要 寻求 的 守恒 量 应 是 与 初 值 无 关 的 守恒 量 。 
如 上 述 五 种 守恒 量 中 ， 第 五 种 不 适应 于 图 3-4(c) 的 情况 ， 因 此 不 是 普 适 守恒 量 。 另 一 方 
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kyu НИЕ Р} ЖО КЕСЕК. jf FK ЖЗА ШЕВА Т EB MICH Jos 
为 守恒 量 ， 然 而 其 代数 证 明 一 时 还 无 法 做 出 。 

我 们 注意 到 ， 孤 子 之 间 的 作用 是 “长 程 ”( 因 是 空间 非 局 域 的 ) 作 用 ， 即 孤子 在 表 观 上 还 
未 接 融 ， 就 发 生 了 相互 作用 并 交换 位 置 。 如 图 3-3(b) 尤 为 明显 ， 可 见 孤 子 “ 周 围 " 存 在 一 
种 "无形" 的 “ 场 "， 它 随 孤 子 一 起 运动 ; 当 相互 作用 时 ， 首 先是 这 种 * 场 "的 相互 作用 ， 这 种 
"He “被 标志 孤子 存在 的 “1 字符 串 周 围 的 “0" 字 符 串 所 玖 含 。 因 此 ， 有 必要 引入 一 种 被 我 们 
称 之 为 “内 惠 孤 子 ” 的 字符 捉 来 完全 从 根本 上 描述 “1” 字 串 及 其 “ 场 一 一 周围 的 “0” 字 申 。 于 
是 ， 我 们 有 四 种 方法 来 构造 这 种 “内 应 孤 子 ”。 构造 内 课 孤 子 的 原则 是 : 当 孤 子 相互 作用 
时 ， 这 种 “内 束 孤 子 "是 不 变 的 ， 这 也 是 一 种 广义 的 守恒 量 。 具 体 步 又 可 分 为 六 步 : 

D 对 序列 分 组 。 使 每 组 全 为 1 或 全 为 0， 而 相 邻 两 组 中 的 元 素 不 能 相同 。 例 如 ， 
110001 只 能 是 三 个 组 ， 每 个 组 的 长 度 用 了 表示 (= 1, 2, »»). 

D 找 出 所 有 满足 关系 ἐκ i 的 i 再 取 最 左 的 i( 即 最 小 的 这 种 D. 
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© 把 由 人 所 确定 的 第 i 组 中 的 所 有 元 素 拉丁 化 。 即 若 第 i 组 元 素 是 1” 就 用 大 写 拉丁 
字母 表示 ; 若是 “0” 就 用 小 写 拉 丁字 母 表示 ， 且 车 第 i 个 组 长 度 /=1， 则 用 字母 A( 或 a); 
车 /=2， 则 用 B( 或 b); 车 2=3， 则 用 CE c) eee ARAH. | 

Ф 在 与 这 样 的 第 i 组 左 邻 的 一 组 中 (长 度 为 L0, 5558 i £8 HL BB) /个 元 素 也 按 @ 拉 丁 
化 ; RJ ΠΚΒ Lo 组 元 素 全 部 拉丁 化 外 ， 还 需 把 右 邻 的 一 组 (长 度 Ll) 中 与 第 i 
组 毗邻 的 L-La 个 元 素 拉 丁 化 。 如 图 3—5 中 ， 满 足 这 样 条 件 的 分 组 为 i=2， 即 … 
000011100111000… 中 的 划 线 部 分 ， 按 人 @@ 应 是 …0000111bb11100…， 由 四 进一步 化 为 … 
00001BBbb11100…， 注 意 ， 如 果 L >l, W5 bb 左 邻 的 一 组 中 不 是 全 部 元 素 (而 是 其 中 1/ 
个 元 素 ) 被 拉丁 化 。 

© 检查 是 否 所 有 的 非 零 元 素 都 被 拉丁 化 。 若 是 ， 则 对 这 一 序列 构造 * 内 裹 孤子 "的 过 
程 就 结束 了 ; 车 不 是 ， 则 进行 第 6 步 。 

© 重新 编组 。 这 时 编组 只 对 未 被 拉丁 化 的 元 素 ， 而 被 拉丁 字母 隔 开 的 元 素 认为 是 轮 
邻 的 ， 如 图 3—5 中 ，…000001BBbb11100010… 中 第 一 个 “1” 和 bb 之 后 的 111 认为 是 连通 
的 ， 因 此 编组 时 作 1111 处 理 ， 但 不 能 改变 原 有 的 排列 ， 即 第 一 个 “1? 不 能 与 BBbb 交换 。 
RAZE EMO OB, ШИ 3—5 中 经 过 五 步 之 后 就 实现 了 对 这 个 序列 的 构造 。 
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‚++ 000ddddDBBbbDDD00aA 00bbBBOOOQ. . . 
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90000000600cccCCCOO00000000000000000seceee£C LEE 00000000000000000 


(ο) 


οφ 000000 ΘΟΦΟΞΕΓΕΕ еее еббсоооооооосоооооооооссссссооосоооввььосооооооа 
0000000D00COGEEEÉEeeceeO000000000000000000CCCccc006000880500000002260 
00000000000900tt£CEe«eceQ0000000000000000CCCccc00000N8SN 000000440000 
DOODDDDDODOQOOOOUEEEECeeeec2DO0000080000600CCCccc 00008 $00600Aap0000000 
0006000000000000£ t£ EEteeceCQ00000000000CCCcccO008 000а»00000000000 
00000000000000000€ tt Et«cecctü000000600CCCcceO0B aA QOORaDODDODUDDDDODO 
000000000000000000EEEEE eü00000000CccCeccO $004400000000000000000 
0900000000000000000tECEE ее0000000Ссссссвӣ а00006000000000000000 
00000000000000000000tCCCEeeeeeDOQ0OCCCer '"àacoDOUDDDDDObODDOOO0000000. 
000000000000000600000tEftÉe ССеассес00000000000000000000000 
0000000000000000000000(ЕС6Е OCCCeec000000000000000000000000 
00000000009000600000050t *s*eeCCCccceQ000000000000000000000060 
00000000000000000000000 atEticecCCCCoeeec(00000000000000000000006 
00000000000000000000€6 e AsbODCCCcccOEEECEceer00000000000000000000 
9000000500000000000054 tao0OCCCeceDDOEFECEeqeese00D0DDDDO0DDO00000000 
0080060000000000604204 bO00cCCcceQDOOOE CCE Eee 0DODO00000000000000 
0000000000080004200888.00000CCCcecó000000E EE CE qe 2e00000000600600500068 
00005000000Аа0008855000000ССссссооооОО0О0О КЕЕ нт +°000000000000000000 
0°0000000Аа0П000В#ъ%0000000СССеес00000000д0ОС ГЕТ 
000004a000008z.400056656ccCccca000900000099E E т 
004200000088bb000000000CCCCCccODO000000000000€E EEE 
4000000088. .0D00000000CCCeccÓo000000000000000f CEL 
09000088bbODOD0ODO000CCCcccQO000000000000DDDDDEE REN è 
060008 00000000000CCCeccó00060000000000000000EEEEE 


(4) 


te 


009000000000000 
00000000000000 
0000000000000 
«000000000000 


图 3-6 与 图 3—4 IR BO" ΚΙ BD SS 16 5S H fE JH 
构造 方法 : (a) 第 一 种 ; (b) 第 二 种 ; (c) 第 三 种 ; (4) 第 四 种 


上 面 所 述 方法 是 第 一 种 方法 ， 还 有 第 二 种 方法 、 第 三 种 方法 和 第 四 种 方法 等 三 种 类 似 


一 92 一 第 一 部 分 “孤立 子 基础 理论 


的 方法 : 
”第 二 种 方法 是 把 上 述 步骤 @@ 中 的 “ 左 邻 " 改 为 " 右 邻 " 而" 右 邻 " 改 为 " 左 邻 ， 

第 三 种 方法 是 把 上 述 步骤 @ 改 为 : 找 出 所 有 满足 关系 La Lt 545185 š 

第 四 种 方法 是 在 第 三 种 方法 基础 上 ， 再 作 第 二 种 方法 中 那 种 改变 。 

当 各 孤子 充分 远离 时 ， 第 一 种 与 第 三 种 方法 是 完全 一 样 的 ， 第 二 种 与 第 四 种 方法 也 是 
完全 一 样 的 。 但 各 孤子 相互 作用 时 ， 从 图 3-6 可 看 出 它们 的 差别 。 然 而 每 一 种 方法 所 构 
造 的 “内 于 孤子 "在 演化 中 始终 是 不 变 的 ， 虽 然 相 互 作用 时 ， 每 个 孤子 都 被 别 的 孤子 分 割 成 
几 部 分 ， 但 各 部 分 的 总 和 是 保持 不 变 (或 守恒 ) 的 ， 因 此 “内 庄 孤 子 ” 给 出 了 一 种 广义 的 守恒 
量 。 同 时 ， 我 们 还 可 看 到 ,“ 内 应 孤子 "能 比 表 观 孤子 ( 即 仅 由 “ 1” 构成 的 串 ) 更 适应 于 表达 球 
子 的 本 质 及 其 相互 作用 特征 。 正 因为 如 此 ， 为 区 别 表 观 孤子 ， 将 它 命 名 为 内 襄 孤 子 。 根 据 
内 率 孤 子 各 部 分 总 和 的 不 变性 ， 我 们 可 以 预见 任何 一 个 序列 的 初 态 或 终 态 的 组 成 。 例 如 ， 
我 们 随手 写 下 一 个 序列 000000001111100011110011100110100， 初 看 上 去 ， 这 是 五 个 长 度 
分 别 1，2 3, 4, 5 的 单 孤子 序列 。 实 际 上 ， 表 观 现 象 为 我 们 造成 了 错觉 ， 若 按照 上 述 第 
一 种 方法 构造 其 内 东 孤 子 ， 则 不 难得 到 OffffffCFFCCCcccFFFFcecCBBbbCCaAO00, B£ 
这 序列 只 是 五 个 长 度 分 别 为 1 2, 3, 3, 6 的 单 孤子 序列 相互 作用 的 一 个 中 间 过 程 ， 因 此 
其 初 态 或 其 终 态 (1 一 -co 或 ! 一 +cc 的 状态 ) 必 由 后 述 五 种 孤子 组 成 。 
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前 面 讨论 的 是 明 巴 子 细胞 自动 机 。 光 纤 及 流体 中 存在 明 孤 子 和 有 上 暗 孤 子 :3 ， 受 此 
启发 ， 我 们 也 发 现 了 以 细胞 自动 机 的 方式 存在 着 上 暗 孤 子 ， 


定义 
s'= Y 1-и) (3.38) 
则 
w= (fS 501 | ο CE 
. EHON = 81| |8 — 5+ ip) Q.39) 
这 个 系统 的 时 间 反 演 是 
w= (|8 5s | |61 и ahat sz — 5, ἡ) 


+1 


. ΠΝ 
5 = Σα- u ). | (3.41) 


这 种 系统 的 * — 仍 可 按 上 节 方 法 进行 构造 ， 只 需 把 *1" 和 0" 互 换 一 下 即 可 。 根 
据 定义 可 看 出 ， 暗 孤子 细胞 自动 机 也 具有 上 述 所 有 特性 ， 图 3—7 给 出 二 例 演化 过 程 。 


-δ', 一 上 小 


S Sit 1) | (3.40) 


j= v 


其 中 


Y111311311111113111112711131711111? $141113111001 17171 1131 15 101073 13 12 1114 
Y1331111111111]3171311731:1131311113 311171 1001 11 11113310 1 1 13 1331 13 3 111 
Y311331111111111111$131323111111123113117001 1 11311113110 11 13111111111 1 1 
3313311111333 23)1]7173331 117133 1131133313001]3171531301331313131]3 9 39 310 1 303 
ΤΗΣ ΣΤ ΣΤΕ 13117 1321131111113 71 11313100 1 3113 1311 1011113 111131113 13 131 1 1 1 0 
111311313133 111113 1111122111111 113 13 13 310012 1 1111 1031 1311311111 91313 133 11 9 1 
Y111117111111311137 1121313113111 51100532 1 313101 11 3311211213112 331111 1 1 
1311713171111111111111313131111111110013121101111511117311111111313111 
31t111111111311111217313131211311111001 11103 1) 3 131 1331113111111 131113 112 1 
11111172111311111111311331113 1111110031303 іт Ая аттау тч ат 1111 11111111 
T3321131113133 1111113112134 1171001101711111111171111171111117117111 
131327131 17333231]3 11733522213 1?00) 0121211 2 1122 3223 333 323111 2 ? 2 3 1 1 1 121 
3111331772311 112111311111213211101001 13 2311 1711 3 1311111111113 3 133 311111 
ΕΕ ΕΕ 3 
1951111111313 3311 171123 11101110011 1531113211111 33111111111 1111111 311 
1311111351113313117111131119131113001 11 331121117 11111113131 1111111 1311 1 

Turri a igggig:00dgQid ΣΤ 1ΟΦ1 ΝῊ; 
111111711171711131? 91031331 3]00 1 3 1 131 13 3 1311111 11311 111113112 11 31 11 1 1 3 1 3 11 
3T111131111133111031 1131100 1 13 1217331211113 1 1313 13 11 13111 3113 11111111 
Μο νυ 21 31 3 3 3 31 3339 317 13 3 3 1 3 3 3 ΣΕ 9 2 P3 3 002 113 21 1 1 1 1 1 1 
3l1i3132117111101113131131001331111131113 1111 11131311117 311323311 1311111 
31113133112161113011311001711)11111311111111111113131113311112 111111 
Yr131127210111111112111003113 1111212311402 1211111311213411111113 3111 13 


(a) 
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1113131111111111000600139 1131313311 11 11 13 1 3109 3 1111111313 13 13 13 ? 13 1 1313 10 3 1333 2 1 9 
$11111111111311109000 91111 01 113 3 12] 31113001 3 11 3 1 1311 1 33 3 13 3 3 319 9 113 131 13 1 3 Y 
ΣΤΗΣ TITO T31111119009QQ T 11313113 1 3 13 19Q ] 133 1111 1333 1 31 3 39 113] 12 31 131312 2 9 1 
$313113111311113:110900111199111111001111311 111] 13 13 3 109 5 3 1 1313 13 3 13 31 1 1 1 
YYTYII€TITTUTIIIT!QOQO!SS31111111 100 9 Y13 31 13 1 1] 3 3 1 31 1 19131 3 33 1 13 1 13 13131 1 
ΕΕ 111 1111113 1101 11 1 131 1113 13 113 1 1 1 1 
Titiiiiditttriys)1111:00001 1111100 1 9 1 1 311311] 31 19 9 1 21 1311 3 1133 1213 1131 11 
1311117111123211111113111000901311001111331311110111131 1211311311131 314 
31111113113111111113111000011001 713131131011 113 113 1 13113 1311313113 1111 
T31111111113111171 1131 Y 11100 110000111111391 113 31 3 3 1311 11111111 10 133 113 113 
13111211111113111:21111530011110000111103111111113 311 11311113313 3 1 1 11 
3332131111213 133 2 223212001111 12000010122311112 1 223 1? 2 1? 11232121 1! 9 1 3 1 
T1Y111131111111171111100331111310100001131111111 111111 31112131111 01 1 1 
r3133113111133111311003212313 1011319000333 11 121111321 131113131332 1 1113 4 1 
3311117111111 11111 100131211101 111111000011 1111111111 1311111 31133 1 1 1 33 
13113111211)1111111901111101111111711!0000111113 5711111111111 11 1 111! 
11Y11101311131111001 113103 t1 1113 3 H1 130000 1 3111 3 113 131 33 13 13111111 111 11 
Yy113111111111110031101111131111111113000011111111141131131114111 11 
Ty115113111111100130131113113 131 12 17711 131000011111 13 131 113 1333111111111 
ο Ἢ 1 100101 1 33 311110 21 1 13 21 3 32 2 32 1330000 0 01 1 3 1 P F0 T P 1 1 1 11 1 01 1 1 
33y1?*111312111010011Y31133 1171131111311112210000111 1131111111113 1 1 1 11 
11121121111031001113111231111121113111137110000311 1111111132 11311 1 114 
31111111301110011113113211131113111111131110000 1 2 311111531111 11311 


(ὁ) 


图 3—7 ЮТА B ӘЛИ. 


综 上 所 述 ， 在 本 章 后 半 部 分 ,作者 首先 通过 与 Кау 和 NLS 孤子 类 比 ， 提 出 了 一 种 可 
调节 的 双 参 数 ( 即 速度 和 长 度 ) 孤 子 细胞 自动 机 演化 系统 。 在 给 出 了 其 速度 的 代数 表达 式 及 
孤子 裂变 条 件 后 ， 分 析 了 相互 作用 规律 及 各 种 守恒 量 ; 同时 ， 引 入 内 应 孤子 概念 。 文 中 阅 
明了 内 永 孤 子 不 仅 在 孤子 相互 作用 时 保持 不 变 ， 而 且 其 中 的 “0" 字 符 串 ( 即 小 写 拉丁 字母 ) 
代表 了 一 种 相互 作用 的 “ 场 "， 而 其 中 的 “1 字符 串 ( 即 大 写字 母 ) 代 表 了 这 种 * 场 的“ 载 
体 "。 采 用 这 种 表示 方法 能 更 好 地 (相对 于 只 用 表现 孤子 ， 亦 即 载体 ) 表 达 孤 子 的 本 质 及 相 
互 作用 特征 ; 同时 ， 还 可 用 它 来 预见 某 一 序列 的 渐 近 状态 (人 -~+ co) 或 孤子 组 成 。 最 后 ， 


文中 给 出 暗 孤 子 细胞 自动 机 及 其 特性 分 析 。 


第 二 部 分 


流体 孤子 理论 


“The soliton digs its own hole and builds its own walls." 


— —|.Rudnick 
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在 流体 中 ， 包 括 电磁 流体 ， 存 在 着 大 量 的 孤 波 现象 ， 如 在 极光 等 离子 体 中 存在 静电 离 
子 波 “”。 在 非 磁 等 离子 体 中 存在 离子 声 孤 子 O? ; 在 低 В 磁化 等 离子 体 中 存在 斜 传播 
离子 波 ， 其 中 既 有 正 孤 波 ， 也 有 负 孤 波 或 称 为 暗 孤 波 “~'  。 车 实 上 , MPE 的 命名 也 正 
是 起 源 于 Zabusky 和 Kruskal 对 等 离子 体 中 孤子 碰撞 的 数值 研究 和‘”。 孤 子 现象 ， 从 
1834 年 Scott Russell 在 科学 意义 上 的 发 现 ， 到 1965 年 对 其 命名 ， 都 是 首先 在 流体 中 发 现 
的 。 可 以 说 ， 流 体 对 孤子 概念 及 理论 的 建立 立 下 了 汗马功劳 。 从 1895 年 Korteweg 和 de 
Vries 建立 KdV 方程 到 现在 ， 描 写 流体 孤 波 现象 的 方程 已 有 数 十 个 。 其 中 ， 有 Кау 
程 、NLS 方程 及 其 各 种 修正 型 方程 ， 还 有 Boussinesq 方程 、Burgers 方程 、 Benjamain 77 
程 ， 等 等 。 这 些 孤 波 方程 都 可 从 流体 力学 方程 或 电磁 流体 力学 方程 出 发 ， 作 不 同 的 尺度 假 
设 而 得 到 。 例 如 ， 在 长 波 近似 下 ， 弱 非 线性 ( 即 小 振幅 ) 和 色散 在 长 时 间 内 才能 表现 出 来 ， 
这 时 波 的 振幅 就 可 能 由 КАУ 或 Burger 方程 等 来 描述 ; 在 短波 极限 下 ， 非 线性 及 色散 只 
作用 于 波 列 的 包 络 ， 这 时 包 络 可 能 由 NLS 方程 或 Sine-Gordon 方程 等 来 描述 。 

在 水 波 孤子 现象 方面 的 研究 已 取得 瞩目 的 成 就 ，Miles 977? 广泛 地 研究 了 水 模 及 水 
盆 中 的 非 线性 波 ，Ablowitz 和 Sedgur 35 01820 对 流体 孤子 作 了 非常 系统 的 研究 。 此 外 ， 
还 有 Whitham 35, Minzoni” , Gu 和 Sethna 等 €? , Jones 7? , Radder 30 等 
等 在 孤 波 的 非 线 性 动力 学 ， 非 线性 混沌 方面 作 了 有 意义 的 研究 。 我 国学 者 也 极 积 参与 并 取 
得 了 有 意义 的 成 果 。 例 如 ， 在 文献 31 一 40) 中 对 孤 波 绕 射 、 水 波 朴 坡 、 孤 波 在 带 槽 岸 边 
的 反射 、 圆 柱 槽 中 的 孤 波 及 运动 边界 等 问题 都 进行 了 广泛 的 研究 。 

最 近 Wu, Keokian 和 Rudnick ' 37 38; 首次 在 水 槽 中 发 现 了 非 传播 孤子 。 接 着 ， 
Larraza 和 Putterman CÓ? 以 他 们 在 声学 孤子 方面 的 研究 和 Aranha 等 的 研究 CO 为 基 
础 ， 给 出 了 这 一 问题 的 理论 描述 ， 得 到 了 非 传播 孤 波 解 。 与 此 同时 ，Miles C) 也 用 另 一 
种 方法 给 出 了 孤 波 方程 。 我 国学 者 对 此 也 作 了 卓 有 成 就 的 研究 (42~4) 。 但 目前 仍 有 许多 
现象 还 未 得 到 解释 或 没有 得 到 很 好 的 解释 ， 例 如 ， 水 模 孤 波 的 相互 作用 问题 、 双 孤 波 模式 
问题 、 倾 斜 水 槽 中 琶 波 移动 、 支 持 孤 波 的 下 截止 驱动 振幅 与 驱动 频率 关系 曲线 等 问题 . 
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1990 年 Denardo, Wrisht 和 Putterman & {3} 在 水 槽 中 发 现 了 扭 结 孤 波 ， 这 为 理论 研究 
又 提出 了 新 问题 ， 其 中 也 包括 倾斜 水 槽 中 扭 结 孤 波 移动 问题 。 此 外 ， 还 有 双 模 和 孤 波 耦合 问 
题 也 是 非常 有 意义 的 课题 。 第 二 部 分 的 主要 任务 就 是 介绍 作者 在 这 些 方面 的 研究 。 


42 ”流体 力学 方程 组 


非 线性 可 以 产生 很 多 本 质 上 全 新 的 现象 ， 这 些 现象 是 不 可 能 由 线性 化 方程 加 上 微 扰 得 
到 的 。 流 体力 学 中 包括 等 离子 体 中 离子 波 等 ， 存 在 着 两 类 极限 情况 : 其 一 是 小 振幅 和 长 波 
近似 ， 这 时 ， 色 散 和 非 线性 相对 于 线性 波动 方程 中 的 主要 项 来 说 ， 只 在 长 时 间 中 才 变 得 重 
要 ， 这 时 波 的 振幅 就 可 以 由 KdV 方程 来 描述 ; 其 二 是 在 短波 极限 下 ， 波 就 可 能 近似 用 一 
个 单 色 的 波 列 来 表述 ， 其 包 络 是 时 空 的 慢 变 函数 ， 这 时 ， 非 线性 及 色散 只 与 包 络 砖 合 ， 包 
络 可 以 用 NLS 方程 来 描述 。 下 面 首 先 介绍 流体 力学 中 的 方程 组 和 边界 条 件 。 

考虑 无 旋 (Yx #=0) 和 不 可 压缩 流体 ， 则 质量 守 便 方程 


2р y. (pu)- 0 = V+ u=0 


引入 速度 势 9: u= Vo, WA 
| у?ф= 0 (4.1) 

这 里 ，p 为 流体 密度 ，w 为 速度 分 布 ， 对 于 刚性 边界 S， 必 有 2 = 0, n 为 边界 法 向 单位 
κ, BE 

дф 

дп |, 
设 外 体力 密度 是 保守 的 ， 则 F= — VU, U 是 保守 力 场 的 势 代入 动量 方程 (无 粘性 
Bf. у= 0) 


= 0 f (4.2) 


ди 
art @ Vu —У(}+ F+ ws (4.3) 


在 重力 场 中 F= g( 重 加 速度 ) 把 上 式 用 于 自由 边界 面 内 外 ， 并 上 略 去 空气 一 一 方 的 压强 ， 可 
得 自由 边界 方程 


Ф,+ вё+ 509) -vg=0 (在 z= δία y, D) (4.4) 
式 中 用 到 Y。w= 0， 上 式 是 自由 边界 面 的 动力 学 边界 条 件 ， 可 以 看 到 ， 即 使 v# 0， 对 天 
ΜΗ. LUUD 最 后 一 项 Y o= 0， 对 无 旋 流体 站 性 不 起 作用 ， 然 而 粘性 也 是 涡 量 扩 茹 
的 条 件 ， 因 此 只 要 初始 时 刻 菜 处 有 训 量 ， 则 涡 量 最 终 会 发 展 ， 因 而 这 时 就 不 能 引信 速 度 


势 。 此 外 ， 还 有 称 之 为 自由 面 运动 学 边界 条 件 的 方程 ， TEM FEES 
对 于 自由 面 
= (х, у, t) 
曲面 方程 可 写成 
| FQ. y. z, t= z— é(x, y, D= 0 | (4.5) 
自由 面 附近 水 中 质点 速度 为 &， 法 向 分 量 为 w&。m 而 自由 面 法 线 方向 单位 矢 为 
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F ΕΠΕ 
n= = = j 6.6) 
ЧЕ, + FF, 
AE u 的 法 向 分 量 为 
u= Fu + Еи + Еи, (4.7) 
' FL FF 
另 一 方面 ， 自 由 面 上 的 点 由 于 曲面 变化 而 随时 间 移 动 ， 因 此 曲面 上 点 的 速度 为 
_ dx. ду. д2 
v= dr i+ ЕЛШЕП ЕТ —k (re 有 曲面 ) . (4.8) 
v 的 法 向 分 量 即 为 曲面 移动 的 法 向 速度 ， 即 
дх ду д2 
Е —+ Е —+ Е — 
x Qt 7 Ot Σ0 (4.9) 


У„= gt n ——————————— 
{ΕΕ Е + Р? 


由 于 z= e(x，Jy，2) 是 自由 面 ， 故 无 水 质点 穿 过 ， 条 件 是 水 质点 的 法 向 速度 与 曲面 法 向 
速度 相等 ， 即 


дх ду д2 
(re F+ FZ). = (Fu + Fu + Pu, NN. (4.10) 
H (4.5) 
ΑΕ ӘЕ, ôx дЕ, ду, дЕ. az OF _ 
dr ^ ox Qr ду δε дд д? 
即 
DE p pyp? 
дг” ха Fort “ед (4.11) 
RAR (4.10) 有 
дф _ 06, дёдф , 0609 
д2 бї дхдх дуду (4.12) 
此 即 自由 面 运动 学 边界 条 件 。 


43 起 伏 变 化 刚性 边界 与 表面 张力 


当 刚 性 边界 有 起 伏 变 化 时 ， 式 (4.2) 的 表达 式 较 复 杂 。 下 面 以 槽 底 起 伏 为 例 ， 说 明 这 时 
式 (4.2) 的 具体 形式 。 设 槽 底 起 伏 由 (х, y) 描 述 ， 则 


де _ др др де 
Эп ^ Өх cos 0 .+ 天 ду соз 0, + 3 sin 0 (4.13) 
由 图 4-1 可 知 : 
дА _ ©0850, 
Ox "Wn 
ðh cos 0 


Oy — sin 0 
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sin 0 


E 4-1 
”代入 式 (4.13) 
óp δι 0p Oh. дф 
* 0: x x ὃν ду (4.14) 
这 就 是 曲面 为 
z= h(x, y) (4.15) 


的 底面 处 的 刚性 边界 条 件 。 下面 讨论 表面 张力 (图 4-2)。 当 存在 表面 张力 时 ， 自 由 面 附近 
的 内 外 压强 不 再 相等 ( 即 自由 面 内 侧 的 压强 p, 不 再 等 于 空气 压强 p )， 这 时 ， 由 式 (4.3)， 
式 (4.4) 应 改 为 


p+ в jo - 2 Т; (4.16) 
XU. р, Фр, m0. ШШ z=E у, OERE δὲ, ΝΑΣ Л 

JJ, pit рве (ка 代表 在 自由 面 上 积分 ) 
这 仅 是 内 外 压强 差 贡 献 的 。 同 时 ， 由 于 表面 张力 ， 当 自由 面 为 2= ¿G у, 站 时 ， 其 面积 
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为 1; 322 + 865 时 ， 其 面积 为 /一 J+ 6 f; 表面 积 增 大 时 ， 表 面 张 力 要 做 
功 54x 6f， 即 64= ef. 为 比例 系数 ， 由 表面 张力 系数 定义 ，% 也 就 是 表面 张力 系数 。 
因此 ， 总 虚 功 为 


δβ-- ῄ (p,— p )dëdf+ aàf (4.17) 
n 


对 于 曲面 z= $06 y. D. АЯ 


f- ΙΝ J (dxdy) + (dydz)’ + (ἀσάχ)᾽ = m & C ахду (4.18) 


由 此 
¿ (бе) + 2® (δ Š) 


2 
1 
= flš+ δξ]-- f (£l [νεο 
2 {1+ & + 
对 上 式 分 部 积分 并 注意 到 在 端点 = 0， 上 式 


1 1 — 2 
-| E (++ e te em XX 420 
Л+ egy 


考虑 到 ( 由 式 (4.18))df= J 1+ E e dxdys ахау, dE (x. y) ΠΑΕ δέπε dë( MÆ 4 
一 2), HÑ (4.6) 可 得 δέ 与 ἀξ 的 关系 
ἀξ-- (δέ)οο5 θ-- ёё (4.21) 


VI+E + 
代入 式 (4.17) 可 得 


1 1 2 
ΝΗ -ff mm EAEE HED- X e e, кө "m 
f (y 1+ C e y 
根据 热力 学 平衡 条 件 ，5R= 0. TJ, R (4.16) AR (4.22) 给 出 了 自由 面 上 的 动力 学 边界 
条 件 


dxdy (4.19) 


1 2 a% (1+ £ )+ ë (1+ ξ)- 26, 6,6 
+ 22+ = (Уф) = -—— T a A x ry 
9, εξ 2ί 9) p (1+ г? 4 ey? 


(在 z= &(х, y, D) (4.23) 


44 水 波 包 演化 的 两 种 极限 


一 维 充 分 小 振幅 的 无 粘 流体 波 包 ， 在 短 时 间 尺 度 上 由 线性 方程 支配 ， 但 在 长 时 间 尺 度 
上 ， 则 服从 Korteweg-de Vries (KdV) 方 程 
Hsc uu +u —0 (4.24) 
或 
立方 非 线 性 Schrodinger(NLS) 方 程 
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i4 +.А + a|4| A= 0 (425) 


这 要 由 波长 来 具体 决定 。 当 波长 相对 于 水 深 很 长 时 ， 即 在 所 谓 长 波 极限 下 ， 由 KdV 方程 
描述 ， 对 于 短波 长 ， 则 由 NLS 方程 描述 ， 这 两 类 问题 吸引 了 众多 学 者 的 注意 和 兴 
ο KdV 方程 又 被 Kadomtsev 和 Petviashvili 59 推广 成 准 一 维 形式 的 二 维修 正 
方程 


u, + uu + gu. — | u dx 一 0 (4.26) 
NLS 方程 经 过 几 位 学 者 先后 努力 “”““ ” ， 最 终 也 得 到 了 包括 重力 效应 、 表 面 张力 和 任意 
深度 的 推广 NLS 方程 
[4 o A +A 7 o, A+ @_A 
” | (4.27) 
ab +Ф = — b(|A|), . 
上 述 各 方程 的 数学 问题 已 得 到 比较 全 面 的 研究 。 下 面 给 出 式 (4.26) 及 式 (4.27) 的 简要 推导 
18. 
4.41 KdV 极限 


设 自由 面 为 z= 《Co у D. Ж z= -h. Ха, a 为 表面 张力 系数 
与 流体 密度 之 比 ， 在 线性 情况 下 有 线性 色散 关系 
w (k)= (єк+ κ᾿ T)tanh(xh) © (428) 
式 中 ， 在 一 维 问题 中 к= k; 在 二 维 问题 中 к= (k” + P) 7; к= (k, КЖК 
方向 的 特征 波 矢 (k 一 横向，/ 一 纵向 ) 考虑 准 一 维 小 振幅 长 波 初始 扰动 ， 选 择 水 平 坐 标 
轴 ， 使 x 方向 成 为 波 传 播 的 主要 方向 ， 并 设 a 为 扰动 的 特征 幅度 ， 作 三 个 尺度 假设 : 


(1) 小 振幅 s= τει 

(2) Kx (xh) «1 (4.29) 
I 2 

(3) 准 一 维 (z) <! 


则 可 由 前 节 流 体力 学 方程 组 得 到 标准 Kd V 方程 。 只 要 在 完全 一 维 问题 中 ， 前 面 两 种 效应 
能 够 平衡 。 但 若 这 三 种 效应 都 能 平衡 ， 即 : 


"a 


; 430 
(2) ορ M 
则 即 可 得 到 上 面 推广 的 Кау 方程 。 由 上 式 及 流体 力学 方程 组 ， 可 得 到 
2 2 
νετ ο | (431) 


因此 ， 在 准确 到 最 低 阶 ， 方 程 组 的 解 可 近似 为 


38 43€ 流体 孤子 方程 


t; y]+ f,[x+ (Gh) ^^t yn 


1/2 


(κ, ys Dv eh{f [x— (gh) 
RE, f . f, 都 是 由 初始 条 件 决定 的 。 
为 了 得 到 包括 高 阶 项 的 方程 ， 作 下 列 尺 度假 定 并 规定 无 量 纲 变 量 : 
r= e [x— (gh) 20] А u- 
s= e [κ (gh) η] / h v= f, 
N= gy / h, τς (gh) t/h 
利用 多 重 尺度 分 析 ， 并 消去 下 一 级 量 中 的 久 期 项 ， 可 得 : 


(2u + 3uu + G- Τὴν ) +u =0 
τ r 3 rrr .ηη 


(>.- Зуу — G- T). )- Ya 0 
对 上 式 积 分 一 次 即 为 前 面 的 推广 的 KdV 方程 。 
44.2 NLS 极限 


一 03 一 


(4.32) 


(4.33) 


(4.34) 


这 里 要 考虑 一 个 单 色 波 列 ， 其 大 的 最 大 变化 限制 在 ëk 以 内 ， 这 时 需要 作 下 列 尺 度假 设 : 


(D) 小 振幅 
(2) 慢 变 调制 


ΕΞ: ka«]1 
ók 


—«l 


k 


G) 准 一 维 Ш 
(4) 三 效应 平衡 00 
无 量 纲 深度 kh 可 以 有 限 或 无 限 ， 但 为 避免 浅水 极限 ， 应 有 
(kh) ε 
在 这 一 极限 下 ， 线 性 问题 的 解 是 : 
~ /cosh k(z+ h) 
&( cosh kh 
0— kx— @(kyt 
为 了 得 到 高 阶 项 ， 引 人 慢 变 坐标 


X = ЕХ 


[4е° + ссј+ A, ) 


y = £y t = εί t= εί 
并 展开 pọ 5 5, B: 


P ~ Px, Yp tp Du cosh kh 


cosh k(z4- h) TE y 
1? 1? 


Ф c.c. RET X E DAI TROIS ИГ А. 


(4.35) 


(4.36) 


(4.37) 
(4.38) 


(4.39) 


г, te" + c.c]] О(г?) 


(4.40) 
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¿= eflé e +cc+OG) (4.41) 
¿ = 292—4 (4.42) 
£ 


UTERA ) 级 ， 才 能 得 到 推广 NLS 218. WIDE ΕΤΕ A, Фрай, XA 
所 能 容许 的 变动 应 反映 这 样 一 个 事实 : 这 是 一 个 波 包 ， 而 不 是 一 个 波 串 ， 且 B 给 出 了 波 
包 的 平均 运动 。 下 面具 讨论 高 阶 项 对 B 和 4 所 产生 的 久 期 效应 ， 其 细节 可 参考 Davey, 
Stewartson ^? , Djordjevic, Redekopp 5? 和 Benney, Roskes 5? 等 的 论著 。 
在 二 级 近似 中 ， 久 期 条 件 要 求 波 包 以 其 线性 群 速 传 播 ， 
0A дА 


ar + ο 0 (4.43) 
RP, C = dw/ dk， 在 这 个 时 间 尺 度 上 ， да 3B 
2 x 2 x 
oo f Ф д τ д 1=12 
— gha— + ——-›= kop —|4A 4.44 
ат T d UL 49 
式 中 : 
g Се sech’ kht —2 (4.45) 
! œ 1+ T | 
2 К,а, 2 
T= -- = (kh) T (4.46) 


根据 gh > C .与 否 ， 上 面 的 方程 会 产生 戏剧 性 的 变化 。 如 果 将 C，/ (eh) 理解 成 波 包 的 

Mach 数 ， 那 么 这 个 不 等 式 正 是 “ 亚 声 " 流 的 条 件 。 如 果 4 能 一 致 维持 ， 则 多 有 一 个 以 C fe 

播 的 追 动 部 分 ， 还 有 一 个 以 速度 (gh) “向 外 辐射 的 自由 部 分 ， 当 1, 一 oo 时 ， 后 一 部 分 一 
y 


- 1⁄2 


OG, ^) Bini 一 co 和 gh >C 时， 多 满足 : 


дФ oP ~ 2 
go д 
а = 一 -有 一 一 4.47 
дх? ду! gh 'àx | (4.47) 
a= gh- С? (4.48) 
gh | 
利用 边界 条 件 ©” 
$50 (M4 x уг о) (4.49) 


这 只 在 “=0 时 是 正确 的 。 若 表面 张力 x 很 强 ， 则 gh< C?， 即 流 是 “超声 "的 。 这 里 取 1， 


一 co 是 有 意义 的 ， 只 要 将 对 二 次 时 间 尺度 依赖 的 久 期 项 ( 即 = O(s”*)) 消 去 ， 就 可 得 到 推 
广 的 NLS 方程 ， 作 无 量 纲 化 变换 ， | 
== gk(x— σι) 


y= sky; (4.50) 
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т= ε (gh) t; (4.51) 
l2 
A= k'(gh) š А; 
1 ~ 
D= k (gh) ΣΦ. (4.52) 
TE, A. Фй: 
А __ 2 
iA + АА, + нА ΧΑ А+ und (4.53) 
ab + Ф — — МА), 
| 2 
~ ka 2 2,1/2 
ир: T = tanh(kh) T= -z к= (k +L) 


o= ghT (1 十 Т)> 0 o= gK 


À= 


Ζω, 


σας = rys- т?)+ TQ- Τς- Т?) 
" [το т?- TG- T°) 
2 


3T А 
1+ T 


+ 8T!- 20— T^y (1+ Τ)-- 


KC, 2 ~ 
X = 1+ 2o (1— T )(1+ Т)> 0 


κο (1— T^) h- С?) 
B= ( т ) : T 2 一 ?之 0 a= 510, 
e, kh w 1+ T gh 


对 以 上 方程 的 进一步 研究 ， 参 见 文献 【50) 
4.5 Larraza 和 Putterman 的 非 传播 孤 波 解 


Ablowitz 4& {50 (1979) 及 Yuen 等 7 (1980) 广 泛 地 研究 了 弱 非 线性 表面 波 问题 。 在 
那里 考虑 了 这 样 一 种 近似 : 相 速 与 群 速 方向 之 间 夹 角 很 小 ， 并 检验 了 稳定 性 及 永久 演化 问 
题 。 对 于 相 速 ( 波 列 ) 与 群 速 ( 波 包 运 动 ) 成 99。 的 近似 还 没有 彻底 地 研究 过 。Wu，Keolian 
和 Rudnick(1984 年 ) 的 发 现 已 显示 驻 波 类 孤子 扰动 存在 于 有 限 宽度 和 均匀 有 限 深 度 d 的 
水 槽 中 ， 这 种 有 限 振 幅 驻 波 存在 于 槽 的 横向 (宽度 方向 ) 其 振幅 沿 长 度 方向 受到 调制 ， 因 
此 ， 上 述 近 似 可 以 用 于 这 一 问题 中 。 

Wu 等 在 实验 中 发 现 的 孤 波 扰动 ， 被 后 来 的 学 者 称 为 非 传播 孤 波 ， 其 实验 装置 如 图 
4-3 所 示 。 这 种 装置 在 竖 直 方向 驱动 ， 村 的 长 、 宽 分 别 为 L=38 cm 和 b=2.54 cm， 水 深 
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transducer 


Р, 74522 μα] 


water and photo- Го 


styrofoam disk 


12^ loudspeaker 


图 4 一 3 参数 驱动 实验 装置 示意 图 


为 4=2cm。 当 驱动 幅度 适度 时 ， 即 可 在 驱动 频率 为 10 Hz 到 11 Hz 之 间 产 生 非 传播 孤 
波 。 此 外 ， 图 4—4 中 所 示 装 置 也 能 产生 非 传播 孤 波 ， 这 个 装置 的 不 同 点 是 在 宽度 方向 水 
平 驱 动 。 图 4—5 给 出 了 驱动 频率 为 2x 5.1 Hz, ΑΕ ΝΕ ΕΒΕ 2.1 cm 时 ， 自 由 面 照片 测量 拟 合 


loudspeaker 


support—— 
capacitive transducer aled resonator 


wooden board 
toller 
rubber strip 
wooden board 
图 4 一 4 水 平 驱动 实验 装置 示意 图 
2.5 
2.0 
8 1.5 
е 
W o 
0.5 
з (T4 4 8 
位 置 /cm 
图 4 一 5 ЖАНЕЛ W RT HB 图 4 一 6 孤 波 沿 长 度 方向 的 波形 


(2 = sech(x / 1.12)2.8sech(-1.1y)-0.70] cm) (Z=2.1sech(x / 1.12) cm) 
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曲面 。 图 4—6 是 这 时 孤 波 沿 长 度 方向 的 波形 (在 上 y=0 hb). Larraza 和 Putterman C? 针对 
上 述 实验 现象 ， 提 出 了 非 传 播 表 面 波 导 理 论 ， 他 们 独立 于 Miles 的 Lagrangian 平均 分 
析 “4 ， 得 到 了 支配 水 柳 中 孤 波 的 NLS 方程 。 这 些 方面 吸引 了 广大 学 者 的 研究 兴趣 ， 包 
括 我 国学 者 。 下面 首先 给 出 从 流体 力学 中 的 方程 组 及 边界 条 件 导 出 解 孤 波 方程 的 简要 
步骤 。 

设 柳 长 度 方向 为 x， 宽 度 方向 为 y 且 y=0 和 y= 6318888, ΕΕ Ισ, nS 
止 时 ， 分 布 于 一 d< z< 0 的 区 域内 ， 参 见 图 4-7。 对 于 无 旋 不 可 压缩 流体 ,由 前 面 给 出 的 
流体 力学 方程 组 ， 控 制 方程 及 在 z=<(x，y，/) 的 自由 面 上 的 动力 学 边界 条 件 为 (不 计 表面 
张力 ) 

У?р= 0 — d< z< &(х, y, D (4.54) 


9,* 8+ 2 (o) = 0 z= [Qs y, D (4.55) 


图 4 一 7 Жижи 


在 自由 面 上 ， 运 动 学 的 边界 条 件 是 
c +š eo +o =o, z= ξ(χ, y, Ὁ (4.56) 

在 刚性 壁 、 底 上 边界 条 件 是 : 
9,-0 ζ- — d (4.57) 
p, =0 z=0, b (4.58) 
由 式 (4.55) 并 注意 到 p= ф(х, у, t) 可 得 


(625 
z= {ш γε Ὁ 


1 1 .2 
-9.7 3g УФ), 


š = £ 1 - (а= х, у, t) 
I+ Í 2 (у 
Leo, t agl Фф), 
HERRAR (4.56)， 经 化 简 可 得 . 
g9,+ 9,= — (Vg); — {Уо V(V9)' z= ¿(x, у, t) 


将 上 式 在 z= 0 附近 展 成 < 的 赛 级 数 ， 并 认为 《、9 是 小 量 ， 则 


(ер, + Ф„)+ (вр, + ф,), E+ (кр To) E 


H’ zz 


2 


= — (Vox - (Vo); 2— io) Wo) 
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+ О(ф°, ё, “Ὁ (z= 0) 
由 式 (4.55), EE o 在 z= 0 处 展开 得 
1 (1 2 2 1 2 1 2 
se - e elu e- Po }+ (ose e т,б), ). 


+ O(o) (z= 0) (4.59) 
其 中 ， 对 “= (р, ὁ) НЕВЕН OU 


¿= /(ф, = Τί, fio. =e e Κω, D» -- 
从 上 面 两 式 中 消去 上 <， 可 得 在 z= 0 处 的 边界 条 件 


o, * ө„)= — (G9 | (v. "a ο, |} 


- voo, + (Уф), Ф, + (V9),9,— 21070), 


一 (o. * А ) (σω’- 2002), ) 


1 1 2 4 
+ πω. "i NE + O(@ ) (4.60) 


上 式 最 后 一 项 是 Larraza 等 人 的 文献 [39) (6)sÇ rh Br SUA И], ТЕ JR ME. 一 gkT = 
ww Ole') 下 的 贡献 为 0(s’) 

下 面 寻求 满足 方程 式 (4.54) 在 式 (4.57)、 式 (4.58)、 式 (4.60) 三 边界 条 件 并 附 合 下 列 尺度 
的 多 重 尺度 解 OP : 


Ф 9. 
ο ο) 00) 
w – o= o. O (e°) ф= Ο(ε) 
0$ / Ot, 2 
apap = 007) εξ-- О()о 
它们 等 价 于 : 
£= = e 220+ | 
Ὁ. Ὁ 
Oy ὃν 
ὁ. ὃ 
ðz д: 
9. ἃ. 20 ,. 
δι δι teg t 
于 是 ， 有 如 下 形式 的 多 重 尺度 解 满 足 式 (4.54). X (4.57). stt (4.58): 


cosh(z+ d) io - 
o= -osh kg 8 Αν | we де + се | * Di де?" + се| 
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cosh kG d os y (o e? οσο 


cosh 2kd 
J + N 
i x m D e [zsinh k(z+ d)- de "^*^ sep Os) (461) 
XH. e= x: : => ARE y. MORE W 为 孤 波 特征 宽度 (在 这 些 文献 中 ， 把 W 8 


解 为 是 错误 的 ) 将 式 (4.61) 代 入 边界 条 件 式 (4.60)， 近 似 到 O(s )， 可 得 关于 w QS ἢ 
的 非 线性 Schordinger 方程 


09, Q9 P, 
На — c? 
дї àx! 


文献 (44) 中 考虑 表面 张力 后 ， 也 得 到 与 上 式 形式 相同 的 方程 ， 但 系数 有 所 不 同 ， 它 们 是 : 
= XU kdl- T°) k= 


+ (0. — ш) = Alo, o = 0 (4.62) 


z 
b 


A= εξ (Gr'- 5T! 16— 9T D+ 
g χ3 
= := (gk+ Tk )r T= tanh(Kd) (4.63) 


对 于 非 传播 情况 ， 2-9 此 时 有 下 面 形式 的 解 : 


2 


Xo 一 o) ωῖ-- o 
o  (x,t)= seed x (x— το] (4.64) 


Β ё(х)= [š (x. De" 4 c.c.]cos ky - č QUO D 
+ EG De” + cc] cos 2ky + £? (x, f) cos 2ky 


k; | (T р) 
¿ (x, D- агар 


-2 


kGT -- ve |° 
4T 

ка+ туе | 
27 


6,0 i= 


¿SQ p= 


E (x,)= 一 ie, (xD 
将 式 (4.61) 代 人 式 (4.59) 可 得 
E(x, y. у= > iwp |е cos ky+ ος] 


1 
+ |ΣκἼο, 7° + Dcos 2ky+ ;* le, Pr 一 Ὁ] 
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1)е соз 2ky+ ce D+ Ole’) 


2 


3 
Τ 
将 式 (4.64) 代 和 人 上 式 ， 即 可 得 到 如 图 4—8 中 所 示 的 孤 波 自 由 面 的 理论 计算 曲面 。 上 面 用 到 


式 (4.59)， 按 第 1 章 (也 可 按 文献 【637 ) 求 解 NLS 方程 的 传播 单 扳 波 解 的 方法 可 得 方程 式 


(4.62) 的 传播 单 孤 波 解 。 可 以 证 明 式 (4.64) 是 该 解 的 零 速 极限 ， 因 而 它 的 确 是 孤 波 ， 因 为 要 


( 


形成 这 样 的 纵向 驻 波 ， 需 要 入 射 和 反射 波 包 的 个 加 ， 然 而 波 包 是 弥散 的， 当然， 在 y 


方向 它 确 是 驻 波 的 形式 即 横 向 驻 波 。 


4-8 陡 波 自由 面 位 移 的 理论 曲面 <(x，y，0) 


4.6 其 它 理论 简介 


(0< 
+ (B+ Alri r+ yr 


J= a cos 201 


Miles ^^" $Ë + Larraza 和 Putterman 的 分 析 ， 同 时 给 出 了 非 传播 孤 波 的 支配 方程 ， 但 使 
和 弱 非 线性 阻尼 ， 得 到 了 如 下 方程 ; 


用 的 方法 是 不 同 的 ， 即 采用 了 Lagrangian 平均 分 析 法 ， 分 析 中 计 及 了 垂直 迫 动 力 


= 0 


ж 


хх 


Kr, αγ) Br 


Xm: 


© | Ὁ 
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у= 一 一 B= T+ ka(1— T?) 
eg 


A= A,* 30- T^Y A= ОТ*+ 3T^« 12- 9T 
这 里 ，6 是 谐振 模 中 的 自由 振动 的 实际 阻尼 与 临界 阻尼 之 比 ; 8 是 一 个 小 量 ， 由 y=1 
决定 。 


我 国学 者 黄 国 翔 、 РЕТТЕ 计 及 表面 张力 和 竖 直 激励 ， 利 用 多 重 尺度 展 
开 ， 也 得 到 了 非 传 播 孤 波 方程 


2iou, — cu, + (o — o. )u— iii iu— δι ` = 0 (4.65) 
其 中 ， 已 仿照 Miles ^" 8] А T WEB E. 2 TI а, у= 20a, a 是 实际 阻尼 与 
ЕЕ РА ЖИНИ 


在 式 (4.65) 中 : 
— 一 k` . 
ο- 1+ D(F a (4.66) 
. - 1+ σ 
A'«lilas pa-r ylar y 
2 2 4 1+ 4c 
1 2 op οσγ2 
_ ает) - (4.67) 
T —eG— T ) 841 o) 
4 
T ak? 20 αι ~o ge 
σ-- = — c= B (4.68) 
B' = (1+ ofT+ kd(1— T^) 207 (4.69) 


最 近 ，Ni 和 Weit O Ж ЕЛ ЕЕ Н Е, XH TE. Ἡ 
中 ， 假 定 /= о,А,/ g Ж Aw/ o= (o— o )/ 中 为 一 阶 小 量 (A, 为 驱动 振幅 ，w, 为 驱 
动 频率 之 半 )， 利 用 多 重 尺度 展开 ， 发 现存 在 长 周期 过 程 ， 周 期 为 了 = 2π/ (Ao! 
一 广 w ) 天 。 他 们 与 前 人 不 同 之 处 是 假定 人 Ao / o 为 一 阶 小 量 (过 去 都 被 假定 为 二 阶 小 
量 )， 在 这 一 前 提 下 ， 他 们 给 出 了 以 OQ) 为 时 间 宗 量 的 NLS 方程 ， 即 

м, 位- Py ou, + y T (4.70) 
式 中 : 
ó = ó/ o 
GAo; — Ωγ 
Ao (Ao, + О o 
Ж, ORAT жуни а, BD T )= 0(1)， 具 体形 式 由 实验 确定 。 可 设 为 : 


? 7 
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6, 2π 2 2 
0— --- sin Q 9= т- Q= Ao. — ω 
_- 1 ект -f 
= 5x gkT fi 


ЯФ, PHE ужо 是 : 


4 
2 


[6 一 5T + 16- 27 ^7] 


Y= 160 
28. = T? 
ô= 4 本 IF+ kad- T°) 


他 们 根据 式 (4.70)， 并 考虑 6(D) 的 周期 变化 ， 能 在 一 定 程度 上 较 好 地 解释 Wu 等 所 现 察 到 
的 现象 。 

可 以 看 到 ， 前 人 的 广泛 研究 ， 为 水 槽 中 非 传播 孤 波 理论 建立 了 良好 的 基础 ， 但 仍然 有 
许多 现象 没有 得 到 很 好 的 解释 。 例 如 ， 斜 水 槽 中 孤 波 的 移动 问题 、 孤 波 的 相互 作用 及 贯穿 
问题 、 下 截止 振幅 A. 与 驱动 频率 关系 曲线 等 。 第 5、 第 6 章 就 是 介绍 作者 针对 这 些 问题 
所 作 的 研究 。 


水 槽 中 孤 波 传播 、 相 互 作用 
与 参量 激励 近似 分 析 


5.1 孤 波 相互 作用 的 微 扰 变 分 分 析 


关于 水 槽 中 孤 波 的 相互 作用 ，Wua 等 人 有 如 下 描述 :“ 同 相 极 化 孤子 相互 吸引 ， 但 很 微 
弱 ， 例 如 ， 当 两 孤子 中 心间 距 20 cm 时 ， 大 约 要 用 15 min 的 时 间 吸 引 到 它们 严重 重 秋 的 程 
度 ”,，“ 反 相 孤 子 将 排斥 到 相距 12 cm 的 状态 稳定 下 来 "。 文 献 [65，66) 对 这 一 问题 作 了 理 
论 分 析 ， 但 根据 实验 结果 来 看 ， 要 更 好 地 解释 实验 ， 还 须 作 进一步 分 析 ， 并 与 本 章 分 析 结 
合 起 来 。 基 于 微 扰 变 分 法 “多 ， 这 里 给 出 了 作者 对 两 孤 波 相互 作用 的 解析 分 析 “”， 初 
步 解释 了 部 分 实验 现象 。 当 然 ， 应 该 指出 ， 水 槽 中 流体 孤 波 相互 作用 是 十 分 有 趣 ， 而 又 极 
其 复杂 的 领域 ， 对 它 的 理论 研究 工作 还 有 待 于 进一步 改进 。 


5.11 双 琶 波 相互 作用 的 微 扰 变 分 砚 合 方程 及 其 解 


Larraza 和 Puttermzn 利用 多 重 尺度 技术 ， 给 出 水 槽 中 孤子 的 演化 方程 ( 即 式 (4.62)) 
, дф, 109 (o; — o^, 
Dom с бу 2 
式 中 ，c = glT+ ΚάῑΙ-- ТЭИ Qk), A= k'(6T^ — 5Т°+ 16— 97/8, wi= kgT, 
k= w /b, T= лапка), b. d 分 别 为 水 槽 宽度 和 水 的 深度 ，38 为 重力 加 速度 。 自 由 水 面 
相对 静止 水 面 的 高 度 ¿(O у, Ὁ 由 下 式 确定 : 


- Aje, ре, = 0 (5.1) 


£(x, y, t)= 2 іохр үе” cosky + c.c.] 
1,2 2.2 1,2 2442 
T E le, | (T + l)eos2ky + yk le, | T 一 J 


2 " 
- Е (2 一 t Je te^" cos 2ky+ се] (5.2) 
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p = 22] (5.3) 
x (5.1) 可 化 为 
, | 
V y+ 2T + ур 0 G.4) 
T дё 
A (5.4) 有 -一般 单 孤 子 解 


2 
W(É, τ)-- 2asech[2a ( ë — vc)lexp[b$ -- | а- 4а o» } (5.5) 
当 a= 1/2 且 v= 0 时 ， 即 为 非 传播 孤 波 解 | 
按照 Anderson ЗЕЛ. 7 的 处 理 方法 ， 把 双 孤 波 解 看 成 是 充分 远离 的 单 孤 波 解 的 线性 
miu. Bil: 
у= 0+, (5.6) 
y, = 2a,sech[2a, (£— č, )]exp[i2b (£— Z )+ ір, — k] (к= 1, 2) 
(5.7) 
试探 解 式 (5.7) 中 的 a, G), Б, (τ), ¿ (τ) 和 o , G) 都 是 时 间 的 慢 变 函数 ， 并 由 后 面 将 给 出 
的 它们 之 间 的 非 线性 耦合 方程 确定 。 因 此 ， 式 (5.6) 并 不 是 通常 意义 下 简单 的 线性 看 加 . 
显然 ， 当 2a,= 2а, 2b = ν/2, — 2b ë (т) e,()— τς — (0— 4a )+ v! / 4)z в, 
式 (5.7) 即 为 单 波 解 式 (5.53)， 当 双 孤 波 之 间 存 在 相互 作用 时 ， 各 参数 不 再 满足 上 述 关系 。 
把 式 (5.6) 代入 式 (5.4) 并 按 文献 【71] 方式 分 离 ( 这 种 分 离 方式 是 为 使 方程 式 (5.8) 近似 
可 积 ， 近 似 可 积 是 指 对 了 工 ， 求 变 分 时 ， 在 忽略 对 峭 , 的 依赖 后 ， 式 (5.8) 是 可 积 的 ) 从 而 
能 得 到 下 面 的 式 (5.11)》)， 得 到 描述 两 孤子 重奏 时 相互 作用 的 耦合 方程 : 
2 д? ^ 


Τι 


(5.8) 


rh sl l£k L k= 1, 2 
式 中 ， 工 ， 将 作为 微 扰 项 处 理 。 为 研究 式 (5. DAS ΕΠΗ ΒΒ as ft, 将 式 (5.8) 转 
化 为 变 分 形式 ， 其 Lagrangian 量 可 写成 


- μα,» L аат (5.9) 


g 00, ду, 2 
L = > I IV. 一 


XB: 


2 


+|%, "| (5.10) 


ду, 
š 
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L= 2( V; +, VV, p v.» (5.11) 
在 得 到 上。 的 变 分 运算 中 已 忽略 了 T,, Xt y, 的 依赖 ， 工 ,为 双 独 立 孤 波 解 的 工 量 。 为 计 
算 工 -， 作 如 下 近似 约定 和 符号 规定 : 


[а= а, |«a | [b,— 6, [< 
ja = а, |А«1 аА» 1 | (5.12) 
[b = b, |A« 1 
式 中 : 
а= ja, αι) к= 30 + b.) 
A= — ἐ, Ар= 8,— Ф, 
B= 2bA+ Ap (5.13) 
将 式 (5.7) 代 人 式 6.9) ~ (5.11), {8 
L- Παρ: (LL » 1d: (5.14) 
式 中 : 
d d 
«у= |a= Σ!- 4a, - * Ra b, τε = 165 1a, + а, | (5.15) 


(Lo feat- 4x 16 (la; a,sech"Z sech Z, 


3 3 
+ a,a sech Z sech Z, ]cos[ Ар+ 25 č — 2b, č, + 2(b,— Б 2619 


(5.16) 
Xm. 2,= 2а, (č— ἔκ) k=l, 2. XR (5.14) 施行 参数 变 分 : 
8L da, ΚΙ} 
Bo 0 = - дю, ， (5.17) 
óL _ = dab.) _ «Lo» 
Bi 0 = 8—— = a (5.18) 
Š L ἀξ Le» 
ΤᾺΝ 0 = δα ----32α,δ,-- abs ; (5.19) 
ôL _ dé, do, ; 2 L.) 
Bar 0 = δη c 4——— 16b, 162, = 一 да, (5.20) 
充分 利用 近似 约定 式 (5.12) 并 忽略 积分 中 的 相对 小 量 ， 可 得 
LL X= 4x 64a! созбе "^ (5.21) 


在 计算 KL) /0b,. Әу / да, 时 ， 需 考虑 对 δ, Ra ἘΞΕΊΗ E T ARNS 
(E— E ) 乘 积 项 的 贡献 ， 例 如 : 
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XL 
KE C? x 4x 32a sin BI (5.22) 


+ 00 

-| 8x 2 

= 2a, (£— — 2a, (£— 3. 2a,(—- — 24, (č— &,) 
_ e i y e i ἐν] [ε ΠΩ͂ S e μί M 


8х 2 
τπτ τα να τμ } @— 6,)d6 


+ 
2а, (6 
[е hi ἐν), € 


利用 近似 约定 式 (5.12) 可 知 ， 积 分 号 下 第 一 项 远 小 于 第 二 项 ， 且 可 作 如 下 近似 ， 并 令 
z= ξ- Ç 


1 
- lG, €,) 
201792 
К Gat, — баё, dz 
1-33 ze 72а; 3.3. 2ш: 


M (e^ + e «Οὐ ο 
м 16 -244 64А - xA 
--τε ------Ε 
а а 


(5.23) 


mu Cio. “! πα UV ΠΕ, TEAL) ôb, MLL )/ ða, 将 
X (5.21). R (6.22) ΑΛ (5.17) ~ 式 (5.20)， 再 合并 ia + 5,， 有 [: 


(ία, + b) QI 
——=( 1) 64a? (5.24) 
ET 2 , -- ?аА 
= 4b, — Basin pe "^ L 32a? Asin pe (5.25) 
= 4(b, + a,)— l6absin pe + 64a^ bAsin pe ^^ 
+ 96a! sin Be "^ — 64a? Acos pe ` 2 (5.26) 


X (5.25) 等 号 右 端 第 二 项 ， 式 (5.26) 等 号 右 端 第 三 项 、 第 五 项 是 文献 【70] 中 所 遗漏 
的 ， 且 式 (5.23) 右 端 第 一 项 符号 差异 导致 了 式 (5.25) 等 号 右 端 第 二 项 和 式 (5.26) 中 相关 项 
与 文献 C70] МЖЖ. ЖА. няя. φ, 本 身 ， 对 其 差 值 上, ἕ, Mo, 
一 9, 不 产生 影响 。 由 式 (5.24) 中 二 项 相 加 可 得 а + a,)+ (b + b,)= const, Bii: 


2a= a + a,- const (5.27) 
2b'— b, + b,- const (5.28) 
ΤΡ (5.27). = (5.28), AX (5.25). Ж (5.26) 中 分 别 得 到 : 
dA 
S= - 40,- b) (5.29) 
M =- Sa(a,— a )+ 8b(b, — b) (5.30) 


ου qe. ийлөө. хожид) WB T- c 
(b,— b.) 的 关系 式 


ү? 32461 "^ —. М? = const (5.31) 
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式 中 ，N= 32 是 比较 系数 而 得 。 再 由 式 (5.24) 和 式 631) 可 得 Y 的 方程 


dY 2 2 
4 4alY ~ M `] (5.32) 
A (5.32) 有 解 
Y= — Міапһ [4Мат+ х + ix, ] (5.33) 


M (b,— b )= Re(Y) RAR (5.29)， 容 易 解 出 


1 , Cosh [8apr+ 2a, | + cos [ 8aqt + 29, ] 
АО) AO= 5,1 oh cosa, ——— — 634) 
式 中 : 
iq+ p= M= iN 2 4ae "^ ^^ (5.35) 


考虑 到 实验 中 的 对 称 性 ， 两 孤 波 的 幅度 及 移动 速度 相等 ， 即 a, =a, b =b, AIME 
从 静止 开始 移动 ， 即 b = b,= 0 一 0= 0， 于 是 式 (5.34)， 式 (5.35) 变 成 (x = 0, а, 
= 0): 


Δίτ)-- А(0)= ln cosh [8ap: | + cos [8aq: ] (5.36) 
2a 2 
ig+ p= i442 ае? «4 (5.37) 


AH, Д(0)= ἐι(0)-- 6,00), Δφίθ)-- 9,(0)— @ (0). πὲ (5.36) 给 出 双 孤 波 相互 作用 时 孤 
波 间距 的 时 间 演 化 。 
5.1.2 同 相 和 反 向 极 化 孤 波 的 相互 作用 


实验 中 已 观察 到 同 相 极 化 和 反 相 极 化 孤 波 ， 对 于 初始 状态 同 相 极 化 时 ，Agp(0)=0， 
因此 


AG) A(0)— 1 mf [cos (1642a'e7 *%)| ] (5.38) 


上 式 代 表 双 孤 波 随时 间 的 周期 性 合并 ， 这 种 现象 已 在 Wu 等 人 的 实验 中 观察 到 ， 合 并 周 
期 为 


T = al (5.39) 
AMEE Δ(ΟΥ͂Ε 1 8158 — x 3E(A(G) = 0) 所 历时 间 为 
т,= Hs ze" P arccos [е ^9] (5.40) 
a 


在 实验 条 件 下 ， 显 然 *， 和 了 ,对 初始 幅度 a 及 间距 ЛОО) 非常 敏感 。 然 而 ， 仅 根据 文 


献 [36] 中 的 叙述 ， 要 精确 地 确定 孤 波 的 初始 幅度 а 是 困难 的 。 目 前 ， 理 论 研究 还 未 能 
使 幅 值 的 理论 值 与 实验 值 很 好 地 符合 。 例 如 ， 文 献 [36] 中 给 出 的 孤 波 经 验 波形 (实验 ) 


(x, y. D= [2.8e7 " — 0.70]sech (25) 。cos (rx 5.11) (ст) (5.41) 


与 文献 【39] 的 理论 结果 ( 取 /= 5.1 Hz 时 )， 即 与 式 (5.2) 比较 ， 存在 很 大 的 出 入。 
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此 ， 对 于 初始 a 值 只 能 作出 估计 。 结 合式 (5.2) 与 式 (5.41), fE y= 0 处 式 (5.2) 中 的 幅 值 
近似 为 基 波 (0, 1) SERRE 4, 与 二 次 谐 波 (0，2) 模 幅 值 4, 之 和 A +A, Жу= B 处 近 
似 为 二 者 之 差 4, 一 4,。 但 按照 式 (5.41)， 在 y= 0, у= b 处 幅 值 分 别 为 2.1 和 0.53, h 
此 近似 确定 A = 1.32, А, = 0.78。 再 利用 式 (5.2)， 并 经 尺度 变换 式 (5.3)， 可 近似 确定 a 


= 0.82。 若 将 此 值 作为 初 值 代入 式 (5.40)， 并 按照 实验 取 孤 波 初始 间距 为 20 ст, gg 
利用 归 一 化 变换 式 (5.3)， 可 得 第 一 次 合并 时 间 г. B4 f= 5.1 Hz Bb. t = 218 min; 
当 f= 5.2 Hz 和 5.32 Hz 时 ， t = 7.6 min 和 2.3 min, НҒ a= 0.82 是 从 /= 5.1 Hz 的 拟 
合 曲线 式 (5.41) 得 到 的 ， 而 r 对 a 又 极为 敏感 ， 因 此 ， 对 于 /= 5.2 Hz、5.32 Hz 是 很 不 
适宜 的 。 根 据 式 (5.41) 和 文献 [36] 中 的 图 4 所 提供 的 f 在 5.1 Hz 到 5.32 Hz 之 间 ， 这 
时 实验 值 (大 约 15 min) 恰好 在 这 里 所 给 估计 值 之 间 ， 因 此 ， 采 用 微 扰 变 分 理论 作出 的 分 
析 在 一 定 程度 上 解释 了 现 有 的 实验 结果 。 


由 于 作为 本 章 基 础 的 式 (5.1)、 式 (5.2) 和 式 (5.5) 与 现 有 实验 U KERLAN, - 
次 谐 波 的 作用 被 忽略 以 及 微 扰 变 分 法 在 两 孤 波 严重 重 倒 时 带 来 的 误差 都 是 需要 进一步 研 
究 和 改善 的 地 方 。 但 需 强调 指出 : 由 于 合并 周期 的 时 间 主 要 花费 在 孤 波 相距 较 远 时 的 漫 
长 距离 上 ， 在 这 个 距离 上 ， 式 (5.12) 中 的 假设 аА» 1 是 成 立 的 ; 随 着 A 减 小 ， 孤 波 加 速 
合并 ， 因 此 在 近 距 离 上 花费 的 时 间 极 短 ， 因 而 本 文 所 得 合并 周期 值 式 (5.39) 能 反映 周期 的 
实际 值 . | 

当 两 孤 波 初始 状态 反 相 极 化 时 ，Ap(0)= π, Xit 


AG)— A(0)— Lin [cosh ( 164Za^e7 9) (5.405) - 
上 式 代表 孤 波 一 臻 单调 地 远离 ， 但 Wu 等 人 的 实验 并 没有 也 不 可 能 观察 到 这 种 一 致远 
离 ， 而 是 看 到 两 孤 波 排斥 到 相距 到 12cm 处 稳定 下 来 。 这 时 ， 由 于 槽 是 有 限 长 的 ， 两 端 
壁 对 孤 波 的 排斥 起 到 阻碍 作用 ， 当 排斥 力 被 两 端 壁 的 作用 抵消 时 ， 形成 一 种 新 的 稳定 模 
式 。 可 以 计算 端 壁 作用 于 孤 波 的 力 。 在 稳定 时 ， 它 与 孤 波 排斥 力 等 值 反 向 ， 因 此 


3 —2aA 


2 
F= 1% Δί1) 256ase (5.43) ` 
2 dr 


将 稳定 距离 代 人 上 式 即 可 确定 端 壁 的 作用 力 。 同 相 孤 波 间 的 吸引 力 随 A 的 变化 规律 也 由 
式 (5.43) 给 出 ， 只 是 方向 相反 (应 加 一 负 号 ). 


设 = 5 为 孤 波 距 本 中 心 的 距离 ， 则 可 引入 相互 作用 势能 


U(r)- — | F(A)dr'— = 64a ^ [1— e^ *"'] (5.44) 


这 就 是 双 孤 波 中 每 一 个 孤 波 为 对 方 提供 的 斥 力 (一 ) 和 引力 (+ ) 势 ， 

总 结 如 下 ， 前 面 (摘自 作者 论文 献 C71) ) 针对 Wu 等 人 所 观察 到 的 水 槽 孤 波 相互 作 
用 现象 ， 给 出 了 微 扰 变 分 解析 分 析 ， 所 得 结果 初步 解释 了 同 相 极 化 孤 波 相互 吸引 而 周期 性 
地 合并 ， 反 相 孤 波 相互 排斥 而 远离 ， 并 指出 由 于 档 两 端 壁 的 钉 扎 效 应 (Pinning Effects) 使 
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反 相 孤 波 间 的 斥 力作 用 得 以 平衡 ， 从 而 形成 稳定 的 双 非 传播 孤 波 模式 。 本 章 给 出 了 同 相 白 
波 的 第 一 次 合并 时 间 及 合并 周期 ， 以 及 同 相 、 反 相 孤 波 间 的 相互 作用 力 及 相互 作用 势 ， 这 
为 水 槽 非 传播 孤 波 相互 作用 提供 了 形象 的 粒子 描述 。 但 由 于 目前 非 传播 孤 波 理论 不 能 完满 
地 解释 全 部 实验 ， 尤 其 前 面 所 依赖 的 式 (5.1). =Ç (5.2) 和 式 (5.5) 与 实验 还 存在 某 种 偏 
离 。 因 此 ， 这 里 只 能 在 时 间 数 量 级 上 对 实验 作出 一 定 到 解释 ， 如 何 完善 基础 理论 和 孤 波 间 
相互 作用 的 精确 分 析 ， 将 是 值得 进一步 探讨 的 课题 。 


5.2 倾斜 水 槽 中 的 孤 波 


5.21 倾斜 水 枢 中 孤 波 传播 的 能 量 分 析 法 


Wu 等 人 在 实验 中 发 现 ， 当 水 槽 沿 长 度 方向 略为 倾斜 时 ， 孤 波 将 向 浅水 方向 移动 ， 且 
当 斜 度 为 6=0.05 时 ， 孤 波 的 平均 速度 约 为 0.05 cm/ s。 本 节 针 对 Wu 等 人 所 观察 的 现 
象 ， 从 能 量 观点 出 发 对 此 作出 分 析 和 估计 。 结 果 表 明 ， 这 种 方法 不 但 可 以 解释 孤 波 移动 的 
原因 ， 并 且 得 到 了 与 实验 大 致 吻 合 的 估计 平均 速度 值 。 

当 水 槽 沿 x 方向 按 斜 度 B 倾斜 时 ， 前 面 的 控制 方程 仍 适 用 。 若 底面 方程 为 z= 
h(x,y)， 则 边界 条 件 是 
0р vo. n= cos o| 22 — дһ дф дв 


д> дхдх дуду 
0 为 与 zZ 轴 之 夹 角 ， 因 此 方 括号 为 零 即 是 边界 条 件 ， 对 于 h(x， y)7—dytfx, ШЖ 
件 为 

дф _ „дф 

д2 дх 

显然 ， 对 式 (4.45). R (4.58). = (4.60) 及 上 式 求解 比 平底 情况 复杂 得 多 。 考 虑 到 能 

量变 分 稳定 的 特点 ， 这 里 用 解 式 (4.64) 作为 速度 势 零 级 近似 来 确定 当 波 峰 传 到 Xo 点 时 (М, 
图 5 一 1) 系 统 的 总 能 量 。 这 时 式 (4.64) 中 的 d 自然 应 用 d= dy-Bx, 代 之 ， 它 表示 波峰 在 Xo 
时 水 的 深度 。 由 于 在 小 振幅 情况 下 ， 动 能 与 重力 势能 相等 “72 ， 因 此 波峰 位 于 xo Bf, 3] 
能 势能 之 和 为 


E(x,)- «[σογάνγο x [tet e, ]dV» 


RI AD sin ` ky. k’ cosh” ke cosh k(z+ d) oo OS ог) 
cosh kd 


БЕ, 
LLL 


图 5—1 ΑΘΗ SIR КЖ 5Η 
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+ Фф, 2 cos ^ ky ° pinh KG d) (20ος оТ) Mz 
cosh kd 


L/2 
RI 2pk bc оода Jacos οὐ (5.45) 


-L/2 


式 中 “《 》” 表 示 周 期 平均 ， 上 式 中 最 后 一 个 等 式 用 到 以 下 公式 : 
b b 
| cos kydy— | sin Κγάγ-- в 
0 0 


ἐίχ, у Ὁ 
го)= 1 | sinh k(z+ d)* cosh k(z* d). 
(dy — Вх) cosh kd 


1 sinh 2kd+ 2k(cosh2kd)* (х, y, t)— sinh 2kf(x— xj) 


4k (cosh кау 
1 sinh 2kd— sinh 2k f(x— xj) 
4k (cosh kdy 


上 面 用 到 sinh2k(Q HX T ἐ ЖЯ. ЖЕЖ d=do-pxo 和 含有 “Co у, De 
ё (x)cos kye “+e.c. M cos*ot ΥΣ. 因此 Kx) y ARE 


E(x0)= үрп πα (αρ- i P LL) (5.46) 
cosh k osh'kd ^ 
式 中 : 
L/2 
[,(х„)= | Ф|(х)йх 
-L/2 
2 o – ©? 
= "ELEC s^ tanh | 一 一 一 全- x, ) 
[4 
ωῖ-- o L 
1 
T tanh — (5 + X ) (5.47) 
*tL/2 
1„(х)= | 9 , G)sinh 2kf(x— x )dx (5.48) 
-L/2 
因此 : 
dE(x,) dI, (x,) si i 
το. jet αἴτο) sin2kd τς ) d ση 
х, 2 dx, cosh kd dx, \cosh’ kd 
1 dh | d 1 
- 106) : + Lx, — 5.49 
2 dx, cosh'kd ^ "dx, соѕ ка 6.4) 


dI, (x -- 
αἱ DM 2.0. È c^ (o! — ow’) ] . Ë 2v δ. (5- αι) 
0 0 


1 
c 
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2 2 
о — 0 
+ tanh | ——5 G+) 
c 2 ° 


2 2 
4 1.) d 2 [0170 ү 
Ἔπίω- o Madsen 5 (х + 2 ` XQ 
x 70 


RER (5.48), <+ /(х— х„)= p sinh 2kf(x— x), MB 


L/2 L/2 
LG) | f Gr x dx | ло) f /G9* х, ldx 
-L/2 -L/2 
由 于 了 (x) 是 奇 函 数 ， 上 式 第 一 项 为 零 ， 因 此 


LY. ,(/2kBL 
LG — 2x91 (x, + 5 )sinh p ) 


2s о στον (24β1, 2 L d a L 
— = 2sinh( 2 Je. 3)+ xg (+ 2)] 


因此 ， 在 x m 0 ЖЯ: 


Lx) 4 [20а а?у c (o — "ERES 


3 3 
|o O І, 
A 2 


MI 


а! (x ) d ΓΙ 
270 4 ΕΓ 5 
dx ~ dx Е 


0 
REPI 0 
dI, (αι) 
dx, 
综合 起 来 并 用 恒等式 sinh 2kd / cosh Κά-- 2T, Ж 
dE(x,) 
dx, 


ыо)? . L(2PkL 
& — doi Gr, L / 2)sinb( PZE) 


_ 1 2-1 2. dT 
= bla с (o, 一 e 7 


2 2 
d r1 21, 2 2 [001—0 І, 
FAT 6 (2, — @ jh tanh " 5) 
o Jozo L 2Κβ 
2 ΠΝ А L 
η sech ( 2 5) sinh( ) | 


ЖЕР 63610136 JJ УВЕ, rh TAEK HI 6 W= σδ S， 因 此 


Es = < feas- dxdy) = || 1+ ё + ξ᾽ -- Ι κάν) | 


1/2 
~ о fke + Ë »dxdys Lok ШЕ ) | ф'()ах 


-L/2 


c 一 
+ 2pkb— 
cosh 


一 21 一 


(5.51) 


(5.52) 


(5.53) 
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220 κ EÉ yk Sinh IG J (5.54) 
2pg T -2' созһ К 

B TX (5.46) 中 的 第 一 项 үрк [* ] 部 分 ) 远 远大 于 第 二 项 ， 同 时 
因 co k/2pg T< 1, BH, E,,« E(x,)， 所 以 表面 张力 势能 可 以 忽略 不 计 . 

Wu 等 人 的 实验 条 件 是 bp=254cm, d =20m, f-51Hz B| @=102л, psl, 
L=38 cm， 若 分 别 取 c=(0，25，50)x 10 ' N/ cm， 可 分 别 得 dE, / dx, =—903B, 
-70.68，-58.55 。 可 见 ，dE, /dx,< 0， 这 表示 波 将 向 x, >0 的 方向 ， 即 向 浅水 方向 
移动 。 

对 波 移 动 的 平均 速度 可 作 如 下 估计 。 由 于 水 权 的 有 限 长 度 和 水 的 不 可 压缩 性 ， 质量 守 
恒 条 件 是 


ќо yr Ὁ ⁄2 pab 
M, -Γ [ | dzdxdy = [ [ [Ge y. t)+ d,— Bx]dxdy 
-L/2*"0 L/2"9 


- (do— Bx) - 
显然 式 (4.64) 是 不 满足 上 式 的 。 事 实 上 ， 表 面 上 的 孤 波 移动 ， 会 引起 流体 内 部 的 响 
应 , 使 质量 保持 守恒 。 如 果 认 为 这 种 响应 遍及 流体 内 部 ， 且 其 平均 速率 (方向 可 能 各 不 相 


同 ) 与 波 的 平均 速率 基本 一 致 ， 则 可 估计 波峰 在 x. 附近 时 的 速率 vy， 由 My /2= ΔΕ, 
可 得 


-1 dE 
dx 


0 


V’ (x)= 2M 


MRA х„= 0 到 х,= x 时 ， 经 历时 间 是 


_ * dx, _ 2x 
a= [ у(х) у(х) 
因此 ， 在 此 期 间 孤 波 的 平均 加 速度 和 平均 速度 是 : 
v(x) 1 4£, 


a= = 


Δι in 


v(x)= = 1 у(х) (5.55) 


如 果 M 取 为 流体 总 质量 M,， 由 b ὦ 1310418, ΠΒ M= M , =193p= 193g, 
B=0.05° =0.008 75. 若 测 量 点 设置 在 x= 0 & x=5.0 cm 处 ， 则 相应 于 o = —(0, 25, 50) 
x 10? N/ cm 的 平均 速度 分 别 是 了 = (0.032, 0.028, 0.026) em / 5, 如 果 设 置 在 x=0 和 
х= 1.0 cm (注意 到 式 (5.55) 适应 范围 只 是 x=0 附近 ， 因 此 x 值 过 大 时 上 面 结论 是 需要 修 
ER) 则 平均 速度 分 别 是 rz= (0.0143，0.012 6，0.011 $) cmy s。 如 果 认 为 测量 在 х=0 
到 x=5.0 之 间 进 行 ， 并 认为 a= 25x 105NV cm， 则 孤子 质量 应 为 M= М„/3.2=60 g 
时 ，? 才 与 实验 值 0.05 cm / s 相符 ， 根 据 文献 433]，Wu 等 人 实验 中 的 σ 估计 为 (15 一 50) 
x 105 N / cm. 


对 M 这 样 处 理 的 理由 是 ， 波 的 移动 将 引起 流体 内 部 质点 在 长 度 方向 的 响应 ， 因 为 要 
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保证 质量 守恒 ， 作 为 估计 ， 假 定 流体 内 部 的 响应 速度 与 孤 波 移动 速度 大 体 一 致 。 从 上 面 与 
实验 结果 的 比较 中 可 以 看 到 ， 估 计 值 较 实 验 值 过 小 。 这 说 明 在 Wu 的 实验 中 孤 波 的 移 
动 ， 的 确 引起 了 几乎 约 三 分 之 一 流体 的 响应 。 因 为 水 槽 很 长 ， 参 与 响应 的 流体 就 不 会 是 全 
部 流体 ， 即 只 有 孤 波 附近 的 流体 的 平均 响应 速度 才 和 波 的 平均 速度 一 致 ， 参 与 响应 的 流体 
质量 虽然 不 是 孤 波 的 质量 M， 但 由 于 这 些 响 应 是 孤 波 移动 引起 的 ， 它 们 必 将 对 孤 波 移动 
有 一 种 反作用 ， 阻 止 孤 波状 态 发 生变 化 ， 因 而 使 孤 波 在 效果 上 表现 出 惯性 ， 因 此 ， 可 看 成 
是 孤 波 的 等 效 惯性 质量 . 

应 该 强调 ， 影 响 孤 波 速率 的 因素 之 一 是 水 槽 的 有 限 长 度 使 两 端 壁 的 影响 不 容 忽视 ， 实 
验 报道 说 “5 ， 当 水 槽 严格 水 平时 ， 单 孤 波 能 稳定 于 中 心 达 数 小 时 之 久 ， 双 反 相 孤子 并 不 
单调 地 排斥 ， 而 是 排 开 不 很 长 距离 后 稳定 下 来 ; 此 外 ， 还 应 考虑 波 阻 及 激励 。 

本 节 的 分 析 只 适应 于 微 倾斜 情况 ， 在 β 较 大 时 其 不 适应 性 是 显然 的 。 同 时 ， 由 于 没 
有 考虑 端 壁 对 孤 波 加 速度 的 抑制 作用 ， 即 作 了 无 限 长 假设 ， 因 此 它 只 适应 于 原点 即 水 槽 中 
心 附 近 非 常 小 的 区 域 ， 并 假定 孤 波 初始 态 融 止 于 原点 。 在 这 种 近似 下 ， 由 式 (5.55) 可 见 ， 
无 论 孤 波 从 原点 移 到 何 点 ， 这 个 过 程 的 平均 加 速度 是 不 变 的 ， 在 x=0 附近 的 平均 速度 估 
计 值 大 致 与 实验 吻合 。 


5.22 шж 


ЖАЯА 5—1 所 示 倾 斜 时 ， 边 界 条 件 是 
до ϱ 


ду у= 0, b (5.56) 


дф _ „дф 二 
ar PE z= — d+hx ` (5.57) 


这 里 的 底面 方程 是 ?= -d+px， 寻 求 满足 下 列 尺度 的 解 : 


2-00) (5.58) 


дё, 2 
= we Ο(Εε) 


2 2 2 
ω-ω-ωΟς() δε, 


(5.59) 


ἔς _ ἐν _ 
PC Ο(ε) ΖΞ О(г) 


Z 代 表 槽 长 ， 丈 代表 孤 波 特征 宽度 ， 式 (5.58) 和 式 (5.59) 意味 着 : 


z 


(5.60) 
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因此 满足 Laplace 方程 
V `P = 0 
及 边界 条 件 式 (5.56). A (5.57) 和 摄 动 条 件 式 (5.58). 26(5.59) 式 的 解 可 写 为 : 
coshk(z-- d, — Bx) " 
@= cos ky—— oska ^" = + ος. | 


cosh 2k(z+ d,— fix) QUU 
t je урур EX + c.c. | 


cosh 2К(2+ dT Bx) ΟΥ Q) Όωι 
ποσα ο ese + ee] 
sinh(z+ d,— fx) B 99, w 
| cosh kd k+ Bx 


+ cos 2ky 


+ ας os ky 


E 1l cos ky eu _ _ _ — k(z+ 4,— Bx) 
2x cosh kd Ë sinh k(z+ d, — Bx)— (d,— Bx)e | 


2 


Е P, io ] 
. =e + С.С, 
Óx 


— 2 соз Ку Е Bkz* cosh k(z-- d— Bx)— (d,— Вх)кВе t 多 


2k cosh kd 


- - дф, | 1 k 
k(z+ d, — Bx) 1 iot _ 1 COS Ky 252 . _ 
+ βε I e" + ec, | MES AE B'z- sinh k(z+ d,— Вх) 


+ 2kple "t hc 09 _ ква — вх) eI o βὲ) [o ΛΩΝ с.с] 
0 1 


+ Ο(εἽ (5.61) 
式 中 , 91= O(). 9,7 Os"). 9, = Ο(ε), o? = οἱ: а= а, Bx. А05 } 
中 后 三 项 是 由 倾斜 底面 而 得 。 将 式 (5.61) 代 人 式 (4.60)， 分 离 各 级 量 ， 可 分 别 得 
到 O(9、O(e )，O 人 ) 级 的 方程 。 上 式 第 二 个 {。} 中 的 第 一 项 对 O(e?) 级 方程 的 贡献 是 


εί-- cie a) + (ioYiocio, )= 一 czp L, (5.62) 
其 它 三 项 的 贡献 依次 是 : 
(e j + ως τας Tio) x xu (5.63) 
e(l + c а] 52) 
+ io(- zl- ο E esie). κα (5.64) 
— kd е“ 
«(7 5 261% P T= 2k P okka + k? В 17112 ) 
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2 ~ ка — kd 


2842 
riof- [EET КЕ "Т wa, 649 


2k L cosh kd cosh kd 
因此 ， 孤 波 方程 是 


2 
+ (+ Б, οφ = Ае |е, (5.66) 
这 里 已 计 入 了 阻尼 项 及 激励 项 ， 其 中 的 参数 分 别 是 : 


_ [T+ ka(1— Τ))]ε 
- 2k 


А дф, 2 2 . 1 2 А 
ро + (e o + a), t рор, – = kT AQ 0 


-okl -lga в? ll 1- Т | 
αι gk| T ΕΡΤ yka 5 кат) | (5.67) 


= gf| 1+ Q— kd+ T- kTay 3 | 
8 | (5.68) 
b,= E (gk— ш Т) Bg[1 Τη 

c^ BAS 4 章 中 的 c  。 对 于 Wu 等 的 实验 参数 Б а εβι-- 0.0206] ὁ, ~ gf[1— 0.9720}, 
a, 相对 o; — o^ 可 以 忽略 。 作 归 -- 化 变换 : | 


2 2 
a + Q,— O 
t= 一 —— Pt 


ἔ- —— ο x (5.69) 
C 
A 
$= [—31—3——.9 
2(0,— c +a) 
则 式 (5.55) 变 成 
00 | 05 2 ФО. . 
Кес + op + 2|Ф|*Ф— $= «зу m0 αφ (5.70) 
式 中 : 
b + b 
% = 2 > 3 
{с (0, — o + αι) 
2uo0 


` o o +a (5.71) 
2 


КТ AQ 
x = 


? 2(ω’ — o + αι) 
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523 ”倾斜 水 槽 孤 波 逆 散 射 微 扰 解 
ια, а, а, 当 作 微 扰 项 ， 则 可 利用 逆 散 射 解 “ ”进行 微 扰 分 析 。 


在 式 (5.70) 中 ， 
为 此 ， 先 将 方程 式 (5.70) 变换 为 
p= ye ^ 
代入 式 (5.70) 可 得 
4 E Ср Ti ix y — x, e" y" 
于 是 设 . 
y= 2in(r)sech[2n(E— у(т)]е 27 99 
则 
» = 一 TN dZzP[v (Z)]sech Ze" | 
91 - TN dZePly (ZN Se ó ] 
ἄν a lg[( aZ EO, 
а” ^ 4р ΠΝ 42 cosh Z | 
e 4! — η anl | az PU онур? | 
式 中 : 
0= 2A(7E+ φίτ) 
Z= 2η(τ)(ξ-- γ(τ)) 
ἐΡ]ψίΖ)]-- a, w, ix y a,e ψ᾿ 
将 式 (5.74) 代 人 式 (5.81) 


&Р[ф(2)]= (4πλα͵ -- 2а, )ѕесћ Ze ` ° 


一 Мно sech Ztanh Ze “+ ἴλγα, sech Ze" e? 


HERRAR 6.755 3& (5.78), 75918381: 


dn _ 


dr 


d 


dr 


一 4nàx + 2nz, + 2na Sin(2r 十 4уА+ 29) 


一 = ima, — na, ο 4Ày 29) 
æ, 了 
- 414. 12 


----" 2А oos 2τ-- 4Ау+ 
ση ην ?十 29) 


4! — n) a cos(2z+ 4Ду+ 29) γα, , 


(5.72) 


(5.73) 


(5.74) 


(5.75) 


(5.76) 


(5.77) 


(5.78) 


(5.79) 
(5.80) 


(5.81) 


(5.82) 


(5.83) 


(5.84) 


(5.85) 
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+ 2ηα)γ» πο 44у+ 29) (5.86) 


+ = 
I= | Ζ΄ τες] ZdZ 


在 积分 中 用 到 2 < 1, 即 积分 中 的 cos [22 z) 和 sm 人 (全 2) 分 别 作 RS Z 38. 


一 般 地 求解 式 (5.83)~ 式 (5.86) 是 很 困难 的 。 这 里 仅 研究 无 损耗 及 激励 的 情 
况 ， 即 假设 a = а, = 0， 这 时 : 


ау _ _ Ν 

UL- da nà (5.87) 

d 4 2 

Aian (5.88) 

dy _ 

Z=- 4 (5.89) 

се - 403 — η DE Š γη (5.90) 
考虑 到 实验 中 幅 值 几乎 不 变 ， 因 此 可 以 认为 n п, Eri ЛЖ. BD 

n= n,(1+ n) (5.91) 
作为 一 级 近似 将 式 第 一 项 代 人 式 (5.88) 得 4 的 一 级 近似 

„= = $917 (5.92) 


将 4s А, RAR (5.87) 可 得 η 的 二 级 近似 


lóna? τ/ 3 


n= ne (5.93) 
将 式 (5.93) 代 回 式 (5.88) 可 得 4 二 级 近似 
1 222; 
à= gj l- emnt (5.94) 
HA (5.89)， 孤 波 速度 为 
ο l ,er/3 
»()- ат = >x 1-е ] (5.95) 


由 式 (5.90) 可 得 p(r)， 由 于 z 5 r 6—5, ATR (5.69) 中 (а + o! о?) Ζω 
> 0. АК (5.93) 代表 振幅 随时 间 误 减 ， 式 (5.94) 或 式 (5.95) 代表 孤 波 速度 随时 间 增加 ， 
且 向 浅水 ( 正 向 ) 方向 移动 ， 其 一 级 近似 是 随时 间 线 性 增加 的 ， 即 匀 加 速 运动 。 这 与 实验 
所 观察 到 的 几乎 均 速 运动 有 很 大 出 人 ， 是 因为 三 方面 因素 ， 即 槽 两 端 壁 对 孤 波 的 作用 、 
力 损耗 和 激励 都 被 忽略 了 ， 其 大 小 在 前 面 作 了 分 析 。 对 于 a, 了 0. а, 3 0 时 方程 
R (5.83)~ R (5.86) 的 求解 有 待 进一步 研究 。 
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5.24 {ЖИ РИ ЕНЕ ЛЖ ЛТ 


微 扰 NLS 方程 式 (5.70) 还 可 由 第 二 章 中 给 出 的 等 价 粒子 理论 进行 分 析 。 为 简单 计 ， 
只 讨论 = =0 的 情况 。 设 孤 波 解 具有 如 下 形式 : 


y= asech[a (£— Z)]e ^ ? (5.96) 
按照 第 2 章 和 后 面 第 11 Ж, A (5.70) ΗΡΑ ΜΗ Sc PRU 
У= ару mar tanh[a (£— ξ)] (5.97) 


RP, BART 00/008. ΕΠΙ ΘΕ ¿ 0038365838. dest (5.97) 代入 质量 公式 和 速度 
ARI, HEBR (5.97) 是 实 函 数 ， 于 是 : 


ΝΑ 2a 
dz οὐ, 
dr? ^ ὂξ 
+оо 
_ _ 1 oV 2 ‚_ 2 2 πι [14 2 
= | Gv a ΤΡ um | (az) a | 
2[ ον 
2 
- -2f E) | dé 
40а“ 


3 (5.98) 


E : (5.99) 
a (z) 的 演化 要 通过 dN /di 的 演化 方程 得 到 。 这 时 计算 了 的 式 (5.97) 应 把 被 忽略 的 项 考 


处 进去 。 可 以 看 到 式 (5.99) 和 式 (5.92) 给 出 了 相同 的 结果 ， 即 都 是 匀 加 速 向 浅水 方向 移 
动 。 通 过 数值 模 &, = а= 0 时 的 式 (5.70)， 也 可 更 清楚 地 看 到 这 一 点 。 图 5 一 2 给 出 了 一 
种 参数 情况 下 的 演化 ， 这 里 需要 注意 式 (574) 与 式 (5.96) 中 的 幅 值 有 对 应 关系 2η-- a. 


图 5-2 ” 斜 水 模 水 孤 波 移动 的 数值 模拟 (xj = 0.001 9) 
下 面 估算 速度 值 ， 应 用 式 (5.69). sÇ (5.95) RR (5.99)， 实 验 室 坐标 系 中 速度 为 
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[ 2 2 
dx са + v — o) 16 2 b + b, 


1 


b +b 
τς, en 
将 В=0.05° =0.000 875, 2/—10.2 Hz n, =0.82 (W, 5.2 节 中 的 估计 a= 0.82). a, πρ, JLF 
可 以 忽略 ， 于 是 当 x=(05, 1, 5, 10)cmRf, V —(0.068, 0096, 0.214, 0.302)cm/ 5, iF 
算 值 偏 大 是 因 前 面 所 述 三 方面 原因 所 致 。 

总 之 ， 以 上 分 析 解 释 了 孤 波 向 浅水 方向 移动 的 现象 ， 但 在 深入 的 定量 分 析 研 究 中 ， 还 
需 考虑 两 端 壁 的 影响 。 


5.3 参数 激励 多 重 尺度 分 析 与 小 功率 因数 尺度 


前 面 已 提 到 ， 针 对 1984 年 Wu, Keolian 和 Rundinck 在 水 槽 中 发 现 的 非 传播 孤 波 ， 
Larraza 和 Putterman 及 Miles 分 别 用 不 同方 法 导出 了 孤 波 所 服从 的 方程 与 单 孤 波 解 ， 与 
实验 相符 较 好 。 但 Miles 缺乏 严谨 的 论证 ，、Larraza 等 未 考虑 损耗 及 激励 的 影响 ， 因 而 不 
够 完善 。 文 献 OD 导出 了 和 矩形 柳 和 圆 环 模 中 计 及 激励 和 损耗 的 孤 波 方 程 ， 弥 补 了 前 人 的 
不 足 。 然 而 ， 现 有 的 理论 对 实验 现象 的 解释 仍 存 在 很 多 的 问题 ， 尤 其 是 在 过 去 尺度 假设 所 
规定 的 参数 之 外 很 宽广 的 区 域 仍 存在 着 孤 波 现象 ， 理 论 上 怎样 把 孤 波 方程 适应 的 参数 范围 
扩大 ， 一 直 困 扰 着 我 们 。 因 为 Larraza 等 人 给 出 的 尺度 是 如 此 优美 和 恰到好处 ， 以 致 于 任 
何 试图 修改 尺度 假设 或 引入 新 尺度 的 人 向 前 迈进 一 步 。 或 者 会 犯错 误 ， 或 者 便 一 无 所 获 。 
然而 ， 我 们 在 本 节 及 下 节 ， 将 不 顾 犯 “牺牲 严格 ”的 错误 (只 有 一 条 道路 能 够 避免 错误 ， 那 
就 是 什么 也 不 做 )， 也 就 是 试图 把 过 去 的 尺度 假设 认为 是 小 量 ， 而 实际 上 都 是 较 大 的 量 ， 
在 理论 量 级 分 析 上 予以 升级 ， 从 而 得 到 近似 的 考虑 。 这 种 处 理 方法 ， 并 不 追求 理论 上 的 严 
格 和 完美 ， 只 是 要 了 解 这 些 量 在 Larraza 等 的 框架 下 ， 对 孤 波 将 产生 何 种 影响 。 因此 ， 不 
能 指望 用 这 种 办 法 导出 一 个 不 同 于 Larraza 框架 下 的 新 孤 波 方程 ， 而 只 能 在 Larraza 框架 
下 ， 对 一 些 因素 作 些 考虑 ， 不 能 预见 新 类 型 的 孤 波 方程 。 总 之 ， 本 节 及 下 节 仍 是 以 
Larraza 框架 为 基础 的 。 

本 节 根 据 实 验 分 析 ， 引 和 新 的 尺度 假设 ， 这 是 一 种 不 很 严格 的 近似 分 析 ， 即 把 激励 和 
损耗 项 及 o-o 项 分 别 作为 O(1). Ole πι 0(1) 量 级 处 理 ， 也 得 到 了 较 好 的 结果 ， 其 中 
包含 了 和 低 功率 因数 尺度 假设 。 此 外 ， 通 过 耗 散 分 析 ， 给 出 了 等 振幅 线 和 A 一 曲线 ， 初 步 
解释 了 实验 曲线 。 | | i 


5.31 孤 波 方程 


Жж ΠΒ ΒΕ ТЖ ЕТЕШ PETENS в 的 无 旋 不 可 压缩 流体 ， 对 其 进行 竖 直 方向 的 参数 
激励 。 设 模 宽 为 p。 流 体 深度 为 4。 取 坐标 系 使 流体 静止 时 所 充 空 间 为 -L/ 2< x< 
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1/2, O& y< b. — d< z< 0, 上 为 槽 长。 为 简单 计 ， 暂 不 计 及 表面 张力 。 这 里 按照 文献 


(75) 的 处 理 ， 把 所 有 耗 散 因素 的 综合 抑制 效应 用 28/6, 代表 线性 阻尼 舌 来 近似 ， 
同时 考虑 幅度 为 A， 频 率 为 2 的 竖 直 周期 外 力 ， 这 时 流体 运动 方程 可 归纳 为 : 


V“o= 0 — d< z< ¿(x, у, t) 
= 0 在 z= 一 qd 
”, | (5.102) 
9,-0 Ж y=0,b 
在 由 自由 面 z= ξίχ. у, DEB: 
9,—-6,7 e, C, o E, | (5.103) 
gt+ y An" [o ^ e cole p, + WE = — TO (5.104) 
引入 以 下 新 尺度 假设 : 
ως © = c,0(1) AQ = κο) Όμως gO(c 2) (5.105) 
;kTAQ "sin(p, — 2ψ)-- λμω-- wi O (e) ^) 
(5.106) 
(o,- ®)— 5kTAQ "cos(p,— 2ф)= oO (c) 
д _ 1/1. ἃ M 1/2, 0 _ _ 
ax" 9€ 55 = 06 bz t =e t> t (5.107a) 


式 中 ，8s= W W 为 特征 波长 ) ог А εἰ, T=tanh(kd, k= x / б, 2μ-- 2y'kT. 

ω 为 参数 激励 下 流体 的 振荡 频率 ， 可 近似 为 w< 0/2. ф AREIA HORD үш 
后 面 的 式 (5.134) 定 义 。 式 (5.106) 代 表 了 低 功 率 因数 假设 ， 在 此 ， 已 把 过 去 文献 中 的 ww? 
=o, OE (如 在 文献 (46) 中) 等 被 式 (5.106) 中 的 第 二 式 取代 了 。 当 A=0 时 ， 式 (5.106) 过 滤 
到 与 过 去 相当 的 尺度 ( 作 变 换 e 一 s 后 ， 本 节 与 第 4 章 介绍 的 工作 可 对 应 起 来 ) 这里， 有 
必要 对 新 尺度 作 进 一 步 的 说 明 。 过 去 ，(wo~w )/ o, AQ'/g X 2uo/ 8 都 是 作为 O(e*) 
(相当 于 本 节 的 Ol) 处 理 的， 但 车 按 Wu 等 的 实验 ， 取 b= 2.54 cm, d= 2.0 cm, g 
= 980cm/s ， 可 计算 o,— 11955 ?。 因 此 ， 当 2f= 102 Hz 时 ，w? 一 ω 可 达 16857’ 
10.140, ΔΩ ”可 达 164cm/s*( 取 2A= 0.08 ст) Вр 0.172, Ti 200% 37 cm/s? 
BI 0.04g (Ж u= 0.6， 因 实验 在 0.5 到 0.7 之 间 )。 因 此 ， 现 在 的 问题 是 把 0.14，0.17 
和 0.04 归属 于 O(e ) 还 是 0(0)， 或 者 把 前 二 者 归于 O(1) 而 后 者 (0.04) 归于 O( 7), 3: 
节 正 是 采用 了 最 后 一 种 划分 ， 这 就 是 上 面 所 述 的 理论 量 级 分 析 中 的 量 级 升级 。 因 为 ， 如 
果 说 过 去 尺度 假设 中 把 (0, — @w )/ o, ЛО / g 作为 OG) 处 理 不 算是 过 小 地 看 待 它们 
的 话 。( 注意 : 与 过 去 的 尺 变 方程 等 价 是 的 式 (6.6)， 而 不 是 式 (6.5). 31 A= 0 时 ， 

式 (6.6) 过 渡 到 过 去 的 尺度 。 这 时 ， 式 (6.5) 不 再 有 效 。) 那么 ， 把 它们 作为 ου 处 理 不 会 


是 过 大 地 看 待 它们 吧 ! 事实 上 ， 只 有 能 够 包容 低 功 率 因 素 假设 的 新 尺度 假设 所 支持 的 
X (5.149) 才能 初步 解释 2A, 一 Q 曲线 。 引 入 新 的 尺度 假设 有 两 点 意义 : 一 方面 可 使 驱 
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动 与 损耗 在 一 级 近似 中 得 近似 (仅仅 是 近似 考 虚 ) ; 同时 ， 使 理论 等 振幅 曲线 与 实验 能 
很 好 地 吻合 ， 尤 其 在 (wo 一 o )/ co. 和 AD / g 较 大 的 区 域 ， 如 2/= 10.2~ 10.4 Hz 区 段 
内 ， 而 过 去 的 尺度 只 适应 于 这 两 种 量 较 小 的 区 域 。 因 此 ， 式 (6.5) 中 的 O(1) 只 代表 不 是 很 
小 ， 而 是 可 以 达到 0.14 或 0.17 等 的 程度 。 这 就 是 前 面 所 说 的 O (1) 的 特别 含义 。 在 这 种 
意义 下 ， 后 面 就 可 以 进行 并 不 十 分 严格 的 近似 分 析 。 据 此 ， 式 G.107a) 等 价 于 : 

O20 εδ... 

Ox ^ x, x, 


2- 2 + e +e (5.107b) 
0 1 
满足 边界 条 件 (2) 和 多 重 尺度 假设 式 (5.1075) 的 Laplace Jy 8 By g Ja: `?” 


cosh k(z+ d) iot 


ф= cos ky cosh(kd) [p,G De + c.c.] 


(2) ἴΣωι 


+ ο )+ [00 (x, De + cc] 


+ cos 2k 05h 2k(z+ d) Dot } 


coshQkg) 10200 De + ec] 


2 
_ l cosky . _ g, καν d) д Фу шы 
+ | 2k cosh kd [zsinh k(z+ d)— de ] [e + cc 


+ O(c)) (5.108) 
并 设 


iet 


é(x. у, t)2 cos ky* [s (x, де + cc] 十 č (x, Ὁ 


+ [6,0 De” + с.с.]соз 26+ £P (x, t)cos 2ky 
+ O(e 7 (5.109) 
式 中 已 将 ορ, επό- aam MČ 表示 ， 应 注意 区 别 。 还 须 把 式 (503). st (5.104) 
1 1 x 
中 的 p 及 其 导数 在 z= ОНАН ¿(x, у, DRF dn 
ф(х, у, z Dj „= ф(х, y. 0, D+ φ (κι y, 0, D+ ё 


1 
*359,0. у, O, Dë + + (5.110) 
дф(х, у, 2, t 
P RAD, - 9 (x, p 0, D- Фф „(5 у, 0, г) ἔ 
1 
+ 5Ф(% » 0 DE = (5.111) 


XB. v=x, y, 2, td. #3 (5.108). 式 (5.109). τὸ (5.110). πὲ (5.111) 代入 式 (5.103), 
式 (5.104)， 得 各 级 近似 。 由 于 实验 中 驱动 项 及 o — о 并 不 是 小 量 ， 驱 动 项 将 导致 基 波 


和 三 次 谐 波 ， 过去， 在 一 级 近似 中 都 把 驱动 项 忽略 (只 要 认为 它们 小 到 O (6^) 量 级 即 
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可 )， 也 就 是 把 基 波 和 三 次 谐 波 都 忽略 。 但 在 本 节 的 分 析 中 ， 我 们 只 忽略 三 次 谐 波 ， 仍 把 
基 波 作为 OQ) 量 级 纳入 一 级 近似 中 。 道 理 很 简单 ， 在 驱动 项 较 大 时 ， 同 时 忽略 基 波 和 三 
次 谐 波 是 一 种 近似 ; 而 保留 基 波 忽略 三 次 谐 波 可 以 算 作 是 另 一 种 近似 ， 而 且 应 是 一 种 更 
具有 合理 性 的 近似 。 

一 级 近似 是 (在 式 (5.106) 意义 下 ，j 项 本 应 略 去 ， 这 里 暂 保留 


gi, АО ET e" + ios 208 + бар = 0 


(5.112) 
— we + КТФ = 0 
有 解 的 条 件 是 : 
w= о? (5.113) 
kT 
$1= - io 9i (5.114) 
Ub. od 


e» = gkT+ | QkTo A) — Quo, (5.115) 


Bu 2u- 2wkT. 


二 级 近似 是 : 
E= S|- αγ r 2 ilo АТО ёф" 
ο g 2 е, | 7159, (ιό, 79, 1] (5.116) 
гр, 
917 gz-| зо, KT, o, χε φαν T- jaw. cum 
H 
ө = qp rero | (5.118) 
2 
o l,zo 1 2, Φιξ» ES 
6, = uu - s AQ, (e ° 2, + e^ (5.119) 
一 2 9 Q,. 
¿= E| 1- OA cosp, |+ e? (5.120) 
_ , ©,» ACE 
9,— ,+ ΕΞ; -Ω LXI IA (5.121) 
Җир: 
- — 2 1. 
9,7 A| - ojkTo ë, + zio E (T^ o+ ἘΠ (5.122) 
¿= [оо o č, + io kTT,9 e ет? De | (5.123) 
;0 1 1,2,42 2 1. А . 
|? ne | Tio ТСТ Фе, ] 6.124) 
T,= tanh(2kd) 


OQ = Ζω; 
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H= g+ S(LAY AT, (5.125) 

15 —L—— (5.126) 
4o! — 2gkT , 

Q = ΛΑΤ/Ω Ae"? (5.127) 

Q,- {Аф}! Δε” | (5.128) 


在 得 到 式 (5.118) 时 用 到 式 (5.114), BT Av 1/20; 1/2gkT,. AEA (5.125) 第 二 项 
约 为 第 一 项 的 2%( 2A= 0.08 cm). AFR Hz g， 经 繁 元 的 计算 化 简 ， 可 得 三 级 近似 
ΕΚ 

2 1 


2 


дф κ. 
io [i+ EET ЧЫ. + ог о?ур + Ώμωφ, - ETAO’ pre" — c 
o) / δι ! ' 2 дх 
1 


2 3 2 * d 
= А„|Ф,| Φι (A,coso,)ə + A,]o, | o, οὔ (5.129) 
式 中 : 


4 ү 9 3 3 5 1 
A,- k 1οἱί- $7 T,+ TT, ST - 5) 


7.2 1 Зз 1 2,2,,2]1 
" sk(2T T,- 3T,- 24 5T -3)- gkT L| 
1 
+ o (τ᾽- ir) к(- gra 了) 一 él 5.130 
g \4 4 8 4) 89 τα un 
1 
_ 2| ‚5 1 _ 3 =: 3 
= мо | (T+ ir,- irr.) (тк irr,- irn 9] 
(5.131) 
_ 2| ‚5/12 1 1 ] 3 
А,= ΔλΩ |^ (3T Te T, TA ST!) 
ok’ 3 3 
1 3 1.2 1 
_—@Т'Т,+ enma _ | (5.132) 
20d г = | 


3 A=0, μ-ο ή, A = k'(6T'— s 16— 9T )/8. A,- 0, 4,= 0, oi ΕΚΤ. 
= (g/ 2kY[T-- kd(1— T^)) 这 正 是 Larraza 等 的 结果 . 
532 非 传播 孤 波 解 
考虑 非 传播 解 ，97 дг= 0， 式 (5.129) 的 孤 波 解 是 


9,7 a * sech(Dx)e" (5.134) 
式 中 : 
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6 


αι e ran aer 


= 5.136 
а |A, lô, + А cos 2yycos o, + A coslo, — 20) ( ) 
ж — V (kTAQ/ 2)! — Quoy 
cos(p ,一 2y)- s = F (6TAQ/2) — Quo). 
(KTAQ /2) (5.137) 
; - 2ро 
ine 2ψγτ = ату 
RE, ô = + 1 代表 wo> o ó = 一 1 代表 wi< o; ó = +1 代 表 4 >0 ô= 


一 1 代表 4,<0。 式 (5.136) 中 的 cos 2ycos o, 可 由 А sin 2jcos o, = 一 A,sin(p,— W) 
解 出 ， 即 为 方程 


J | 
9 — sq* А, δα s= 0 (5.138) 


2 
t 


XT 4 的 根 。 式 (5.135)、 式 (5.136) 的 实 值 条 件 是 ( 当 取 “ -" Hô, = + 1 时 


2 1 2 
а? < ө + | (5 «ran °) — Quo). (5.139) 


УКТАЙ ?> λμω (5.140) 
X 6.138) 有 实 根 的 条 件 是 (适应 于 式 (5.137) 中 的 “二” 和 “一 ”两 种 选取 ) 
| ΕΝ 


skTAQ “> duo] 14 4 
对 于 实验 系统 : b-254cm d=20cm, FÆ T=0.9859, Т, -09999, RUE А ~ 
A,x AQ k. ЈА δὲ st (5.140). R 65.141) 给 出 几乎 一 致 的 结论 。 式 (5.134)-~ 
Җ (5.138) 给 出 了 计 及 激励 和 各 种 耗 获 的 驻 孤 波 解 。 当 2A= 0.08 cm 时 ， 式 (5.136) 中 
ΜΑ 和 4, 项 的 总 和 可 达 0.244,。 可 见 ， 新 尺度 的 改进 之 处 是 : sÇ (5.136) 中 分 母 出 现 


T Ay. A, 项 A, 的 表达 式 中 相对 于 过 去 理论 中 的 4 也 多 出 了 修正 项 . 


(5.141) 


5.3.3 耗 散 分 析 与 A. 一 人 曲线 


耗 散 造成 能 量 逐 渐 损失 ， 因 此 必须 维持 一 定 的 激励 使 之 得 到 补充 。 在 一 个 周期 内 , 激 
励 做 功 为 


T T 
W= | | fv» ау = 一 | | РАО " cos( 1+ p XVe), Шау 
V *o "ο 
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2.52 
= 4p AQ KT, II (5.142) 
€) тох у 
式 中 : 
+ о 20 
I = | p dx= — (5.143) 
1 
I = 20 
π . 
л. _ 5.144 
I zg TO, 2y) ( ) 


式 (5.108) 中 只 有 Фф (х, 0 项 对 式 (5.142) 有 贡献 ， 而 g,，95 和 9， 项 因 时 间或 空间 积 
分 为 零 ， 对 W 无 贡献 。 另 一 方面 ， 当 激 支取 消 后 ， 孤 波 将 衰减 ， 我 们 用 取消 激励 后 的 第 
一 个 周期 内 的 平均 损耗 来 代替 未 取消 时 稳定 状态 下 的 周期 损耗 。Miles Ah ΓΒΕ 
减 为 E(D)= Ее", НЕВЕН (ὑφ) ”给 出 ， 可 知 振幅 上 „со oce “， 于 是 人 可 
由 Wu 等 的 振幅 误 减 实验 拟 合 确定 O f= 5.1 Hz) 

«= nm 0.2855 + 0,8692 + 0.118] (5.145) 
RP, μ- fx, 或 24= αω/π. а= z, w x, 中 的 三 项 分 别 来 源 于 刚性 壁 附近 (c，)》 
自由 表面 及 其 附近 内 部 (a ) 的 粘性 耗 散 和 自由 表面 与 刚性 壁 之 间 的 接触 线 L At A D A 


ЕЖ (0, ). 虽然 在 文献 (15) H, Miles 给 出 了 它们 的 计算 式 ， 但 由 于 其 
中 许多 量 都 无 法 测定 或 没有 实验 测量 报道 ， 因 此 ， 我 们 在 分 析 中 ， 只 能 借助 文献 《153 中 


基于 实验 的 模拟 曲线 。 一 个 周期 内 能 量 耗 散 可 以 近似 为 AE= E [е ore MI 
即 


AE- 2E, πη 228 | (5.146) 
e 


式 中 ， Т„= п/о. ЕВЕ Е = E + E, + E, 为 动能 、 重 力 势能 和 表面 张力 势 
能 的 总 和 。 但 由 于 E = Е 7. АЯШ Е < E "n, ΜΗ, 


inh(2kd 
1 r , 2р1 bsinh(2kd) , > ka | 
尼 | [ (V) dV dte ———3— — ;— + 2pD' I, b——— — —À— 
o 7v 4k(cosh kd) 4k(cosh kd) 
(5.147) 
RP D. = 了 93 / D， 上 式 第 二 项 可 忽略 。 由 于 式 (5.108) o, 00, ος 三 项 的 页 献 
很 小 ， 在 式 (5.147) 中 没有 计 人 。 激励 初 相 p ,与 孤 波 初 相差 值 9 ,一 20 受 多 方 因素 影 


响 ， 目 前 ， 理 论 上 无 法 确定 ， 但 式 (5.106) 限定 了 sin(p,— 2ψ) 的 上 限 β- Oc) 远 达 不 
到 1。 当 激励 做 功 补充 能 量 与 损耗 能 量 相 平衡 时 ，AE= W, E 


一 36 一 第 二 部 分 “流体 孤子 理论 


2A= — Sinh(2k2)sinh(2r ps o) — (5.148) 
2n k^ T [cosh(k4)] sinfe ,一 2ψ) 
将 sin(p,— Ws ВКА ЕХ 
2A> SinhOkdsinhOm и / ὦ) Ξ 2A | (5.149) 
2л kT (cosh kd) В ° | 
式 中 的 β 可 通过 实验 测定 ， 其 理论 确定 将 是 今后 进一步 研究 的 内 容 。 由 于 B< 1， 可 以 证 
明 ， 在 式 (5.149) 所 规定 的 区 域 中 ， 式 (5.140) 和 式 (5.151) 自 然 得 到 满足 ; 反之 ， 则 不 然 。 

图 5—3 给 出 了 本 节理 论 结果 与 实验 的 比较 ， 其 中 ， 等 幅 值 理论 曲线 在 大 幅 值 时 (如 
20cm, 1.5 cm) 与 实验 曲线 符合 较 好 ， 而 在 小 幅 值 时 差异 较 大 ， 但 仍 具 有 基本 相同 的 变化 
趋势 。 这里， 等 幅 值 的 理论 曲线 是 利用 式 (5.134)、 式 (5.136), #55 (5.114)、 式 (5.116). 
= (5.119) 及 式 (5.120) 代 入 式 (5.19)， 并 取 在 y —0 处 的 时 间 变 化 最 大 值 而 得 ， 因 为 文献 


图 中 : 
虚线 一 一 实验 曲线 ; 
点 画 线 一 一 A.~0 理 论 曲线 ， 
实 线 一 一 孤 波 等 幅 值 理论 曲线 线 旁 
数值 代表 幅 值 (cm)， 且 
а B=1; 
b В=2/3; 
с: Ё=0,53; 
d В=0.5; 
e 实验 


| 10.2 10.4 10.6 10.8 27/Hz 


5-3 孤 波 等 幅 值 线 和 2A. 一 2/ 曲 线 (简称 A 一 0 曲线 ) 
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(36) 给 出 的 幅 值 正 是 这 个 意义 下 的 值 ， 文 献 《47] 也 注意 到 这 一 点 。 根 据 文 献 《36] 中 
的 实验 拟 合 曲线 ， 即 Ex 一 sech(x 1.1.2)。，(2.8e ^9-0.70) em 可 知 ， 某 时 刻 在 了 =0 处 
tmax 2.1 cm; 而 在 ) 一 0=254cm 处 £,,,70.53 cm， 但 这 时 幅 值 被 认定 是 2.1 em, FE 
止 激 励 振幅 2A, 随 激励 频率 2 或 o rr) 的 变化 曲线 与 实验 曲线 有 完全 一 致 的 趋势 ， 且 把 
实验 曲线 包含 在 有 =1 和 有 =0.5 的 曲线 之 间 。 根 据 实验 曲线 ， 可 估计 约 为 0.53。 由 于 还 
存在 许多 因素 目前 尚 无 法 考虑 ， 理 论 上 不 能 把 β 确定 到 较 小 的 范围 。 此 外 ， 上 面 分 析 所 
依赖 的 式 (5.145) 也 只 是 在 f=5.1 Hz 情况 下 的 实验 模拟 曲线 ， 对 其 它 频率 未 必 适 应 。 因 
此 ， 本 章 理论 同 前 人 理论 类 似 ， 只 能 部 分 地 解释 实验 。 但 结果 表明 ， 本 章 尺 度假 设 是 自 适 
应 的 ， 因 此 ， 它 将 为 今后 分 析 提 供 又 一 尺度 选择 的 余地 。 也 许 以 文献 【65 一 66) 理论 为 基 
础 ， 引 入 上 述 新 的 尺度 假设 ， 可 能 更 有 利于 对 实验 进行 解释 。 

归纳 如 下 : 前 面 采用 一 种 新 的 尺度 假设 ， 即 式 (5.105)~ 式 (5.107)， 其 中 包括 低 功 率 因 
素 假 设 ， 也 导出 了 计 及 激励 、 损 耗 在 内 的 支配 方程 ， 并 给 出 了 非 传播 孤 波 解 ， 也 得 到 了 较 
好 的 结果 ; 尤其 在 低频 段 (如 2/— 10.2~ 10.4 Hz) 和 大 幅 值 驱动 (2A= 0.08 cm 附近 ) 区 与 实 
验 曲线 吻合 颇 好 。 因 此 ， 本 节 的 新 尺度 假设 一 方面 给 出 了 较 好 的 结果 ， 同 时 ， 又 为 今后 分 
析 提 供 了 又 一 条 尺度 选择 的 余地 。 此 外 ， 通 过 新 散 分 析 ， 给 出 了 下 截止 驱动 振幅 A. 随 驱 
动 频率 的 依赖 关系 ， 初 步 解释 了 实验 曲线 。 事 实 上 ， 正 是 考虑 到 按 过 去 假设 所 给 出 的 
2A 理论 值 过 低 ， 才 提出 了 能 包容 低 功率 因数 假设 式 (5.106) 的 新 尺度 假设 。 

此 外 ， 从 式 (5.136) 可 知 ， 如 果 在 4 < 0 但 4, 不 过 大 的 参数 区 域 ， 可 能 出 现 4, MA, 
项 之 和 大 于 4。， 以 至 于 式 (5.136) 的 分 母 大 于 零 ， 这 时 在 w »ω; ΒΕ (5.136}8ι πι πὲ κ 
ω «o, Ч (kTAQ^ /2) (Оро) 时 ， 仍 有 呼吸 子 孤 波 解 ， 在 后 面 的 5.3.4 节 中 将 对 此 


作 介绍 ， 实 验 上 已 发 现 4, <0 时 存在 类 呼吸 子 孤 波 。 由 文献 (41)， 考 虑 表面 张力 之 后 的 
A BE kd 增加 而 增加 ， 但 随 表面 张 力 增 大 而 减 小 ， 因 此 ， 这 种 可 能 性 是 存在 的 ， 
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我 们 已 经 看 到 ， 前 面 各 种 理论 都 只 能 对 特定 参数 或 条 件 给 出 较 好 的 解释 ， 而 且 对 多 数 
问题 还 只 能 作 部 分 解释 。 原 因 是 : 一 方面 是 还 有 一 些 因素 ， 如 粘 滞 、 端 壁 影响 等 未 能 考 
不， 男方 面 就 是 尺度 假设 的 局 限 性 。 事 实 上 ， 为 得 到 孤 波 解 或 孤 波 方程 ， 除 了 Larraza 和 
Putterman 的 尺度 假设 外 ， 还 可 以 有 以 Larraza 方程 框架 的 其 它 的 选择 。 本 节 给 出 了 一 种 
方法 ， 可 作为 非 线性 方程 组 建立 孤 波 方程 的 预定 性 分 析 ， 暂 且 称 为 多 重 尺度 预 分 析 ; Ж 
后 ， 作 为 例子 ， 给 出 支配 孤 波 演化 的 、 以 Larraza 为 框架 基础 的 另 一 推广 的 NLS 方程 ， 
并 研究 其 微 扰 解 。 


541 多 重 尺度 预 分 析 
Larraza 和 Putterman 的 尺度 框架 是 32 : 
д , 
z~ 06) t= О( у ` 3^ 57 00) 
(5.150) 


2 2 2 2 g g 1 
一 ~ оО È E~n o~ È ` 
ат очо Ole) 26 p LOG ) 
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W 是 孤 波 特征 宽度 ， 我 们 可 以 把 上 式 推广 成 一 般 形式 ， 即 : 
д п і д д 
— ~ Ofe ) t O(e )t = =< 0(1) 
дх ду дг (5.151) 


юр — юе О") ë~ z97 W» О(ь) 


H BU EXTENSA ARA n= m/2 HI-— 1, Q8 т (ЕЯ, Г = т; 
m= P, [= m+ 1)， 即 可 得 到 支持 传播 演化 孤 波 的 支配 方程 。 若 /> /, ， 则 只 能 得 
到 非 传播 孤 波 方程 。 若 m/ 22 n НГ /时 ， 则 只 能 得 到 传播 孤 波 方程 ( 即 不 支持 非 传播 
孤 波 )， 可 见 ， 在 多 重 只 度 分 析 中 ， 各 量 之 间 的 匹配 是 很 重要 的 。 每 种 匹配 关系 都 对 应 一 
个 方程 。 其 中 ， 有 的 是 NLS 或 推广 的 NLS 方程 :; 有 的 则 是 其 它 方 程 。 下 面 我 们 提出 一 
种 多 重 尺度 预 分 析 方法 ， 它 使 我 们 在 作 具 体 推导 之 前 ， 可 以 预先 知道 ， 在 给 定 的 匹配 关系 
下 ， 将 能 得 到 什么 类 型 的 方程 。 这 一 点 很 重要 ， 因 为 选取 匹配 关系 之 后 的 具体 推导 是 异常 
繁 元 的 ， 包 括 推 导 结 束 后 的 反复 检查 校对 ， 通 常 要 费 很 多 时 间 。 如 果 能 预先 知道 方程 的 类 
型 ， 去 掉 那些 不 感 兴趣 的 类 型 ( 即 匹配 关系 )， 就 能 节省 很 多 时 间 。 这 不 仅 对 水 槽 中 的 孤 
波 ， 而 且 对 任何 其 它 需要 用 到 摄 动 法 的 问题 都 可 借鉴 。 下 面 列 举 一 例 说 明之 。 
假定 我 们 的 推导 从 式 (4.60) 出 发 ， 并 把 式 (4.60) 简 记 为 

L ip]= L,lpo]+ L [eoo] (5.152) 

各 项 分 别 表示 对 9 及 其 二 次 和 三 次 乘积 存在 线性 依赖 关系 。 对 照 式 (5 一 108)，cos ky 或 


e ”的 系数 只 有 一 个 ， 即 9,; cos 2ky Re” ИНЕ Ф, Фо о". ЖЕШ 


М 
分 析 中 ， 用 {x} 代表 含 x 的 线性 项 ， 用 {9 ,) Као, φῦ, o7 中 任意 一 个 的 线性 
项 。 BE (0, Као, фо, фу 中 任意 一 个 的 线性 项 ， 其 余 类 推 。 乘 积 fp ,} 。 
{Ф,} 可 能 包含 的 cos 4ky 和 e ”及 其 乘积 的 项 用 符号 (4，2，0) 中 的 “4” 表 
m. cos2ky. е ДНО “2” 3228, cos(0ky), e "" 用 其 中 的 “0” 表 示 ; 其 余 类 


推 。 作 为 例子 ， 在 表 5 一 1 给 出 一 种 匹配 关系 及 其 方程 类 型 。 分 析 中 要 注意 : 根据 
式 (4.60)，Z 工 ;[p9p] 包 含 了 ee，9 ,9 ,两 种 类 型 的 项 ,， 工 ,foeee] 中 包含 


T ooo, φ.φ,Φ, φφ .9 三 种 类 型 的 项 。 由 这 种 方法 ， 可 以 针对 各 种 2，mm，7 的 选 
取 作 出 分 析 ， 由 此 判定 哪 一 种 选取 能 够 得 到 孤 波 方程 . 

由 表 5-1 可 以 看 到 : 

(A) 式 给 出 了 色散 关系 w soi, ho-o ~ 0('), Alto o- o) ~ Oc), x 
一 项 在 e 量 级 中 ， 仍 要 考虑 ， 于 是 得 到 (C) 式 ， 但 这 只 是 二 级 近似 。 | 

同样 的 原因 ， 由 于 (B) 式 ~O(se )， 故 在 量 级 中 需要 考虑 ， 因 此 (E RHA (В) sh 
的 两 项 。 

AE, (P) 式 中 有 (ORHAN (ARAE 的 三 级 近似 ， 它 代表 了 对 (C) 式 给 出 - 
的 波 进行 “调制 "， 在 w < ol 的 区 域 被 调制 成 一 个 非 传播 明 孤 波 7777: Еш! ш w? 的 区 
域 被 调制 成 一 个 扭 结 “ ”或 称 瞳 孤 波 ， 调 制 的 过 程 就 是 孤 波 的 自 “ 捕 捉 * 过 程 ， 


“The soliton digs its own hole and builds its own walls”—T . Rudmck €? , 
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| dp 


ур 
[ы] 
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1 


xe 


0 =['Ф'Ф] т 90:7 «pU 6” ο] + — (0 


(oue 


0=[ οἱ d'o] 1 H 0 ο] 7 +[{ 6) 7 eG 


[TE KT ελλ. 


t 


(0 =',0 - 1o) 一 下 


I 


χρ 
I 
$6 


= 


(50 =['ó' ó]? «C97 --(ο 


(F) 


0 =' 6,0 –10)=0 = (' óJ 'T = 


А % 


(90,0 = o 一 


(0) 


(D 


E3E +['ó' ó! oT +07 +{ 0 7 = (D 


[ὁ Φ] 7 
ló! 7 


7) 


m 


(666) #7 ($0) 7 


1 
* xe 
ees + ο ει 
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当然 ， 还 有 一 点 需要 说 明 ， 就 是 若 完全 按照 尺度 分 析 ， 应 从 (С) 式 解 出 两 个 线性 无 关 
解 ， 再 给 它们 配 以 慢 变 系数 构成 满足 (P) 式 的 解 ， CP) 式 只 起 到 确定 慢 变 系数 的 作用 ， 但 
这 里 不 是 按 这 个 步骤 进行 的 ， 而 是 直接 从 (ЕБ) Н Ж. Шо, 中 的 两 个 线性 无 关 解 及 其 慢 
变 系数 作为 一 个 整体 进行 求解 。 事 实 上 ， (P) 式 也 刚好 使 式 (5.152) POE ) 项 以 前 的 、 并 
含有 e” 和 cos ky 的 各 项 系数 能 干净 地 为 零 (或 平衡 )， 因 此 ， (XB. RR T (A) xx (С) 
式 ; 在 准确 到 0O(e ) 的 情况 下 ， (XI (А); 在 准确 到 O(e НЯ Т, (Р 式 给 出 
(С). f]. (E)stfüe ", cos2ky 等 项 的 数 系 平衡 ，(D) 式 则 使 e*” ，cos 3ky 等 项 的 数 系 
平衡 。 因 此 ， 从 这 个 角度 说 ， (局 式 有 一 定 的 合理 性 。 得 到 (P WDR Ki E: 由 (В) 
解 出 {9,}= L Lee, 作为 {fp)} 的 一 级 近似 ， 代 入 (D) 式 解 出 fp ,}= L [n] Ж 
把 (9,)，{9,} 代 入 CO ИГ io 的 三 级 近似 。( 甩 的 最 终 形式 是 
2 4 
APA Iz | k δι |- (ω)-- o yp, + Цфі)= 0 (5.153) 


2 4 
дх 0x, 


解 出 9 | 的 三 级 近似 后 再 代入 (DREE } 的 二 级 近似 。 按 照 这 个 步 又， 可 以 给 出 式 
(5.153) 的 具体 形式 ， 即 式 (5.154): 


4, 90, 2 2 10 9, ;6 0 ， 2 
20 + (O — о р, с ua 5 PK - 4|e; |o, 0 (5.154) 
1 1 
А 2 А 
p, + ilp = 0E) pf- 1А, ф = O(e°) (5.155) 


0e дф 2 

; 2 2 : 1 4 
9 М.ф А а (а) = oc 
2 371 ' Ox 2 дх, ( ) 


sov (5.156) 
. . 9 
eg - io. — но (58) = О(г") 
在 得 到 式 (5.154) 时 用 到 了 式 (5.155)， 在 解 出 ,后 ， 代 人 式 (5.156) 可 得 0 ,和 4 包 
的 二 级 近似 。 在 式 (5.154) ~ зб (5.156) 中 : 
2 ES _ 2 
c= 者 [T+ kal- Τ᾽] 


2_ εἰζ- 2ka(1— Т) 


B 3 
(24) 
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-2 


= 5 k'[6T*— 5Т°+ 16-- 9T 7] 


o. d(T,— 1)— gl7,+ 2ka(1— T,)) 
2 
2gkT ,— 4c, 


ω 
2 2gkT ,— m (5.157) 


3k ü- TŠ 
8w T? 


-a τα» 377) 
.. δω, 


在 Wu 等 的 实验 条 件 下 ，c = 418, Bm 64, Ая 22, ω’-- o =168( 取 f=10.2 Hz), 


20% 64， 解 出 9 1,，9,，p。， 可 得 准确 到 O(c ) 的 速度 势 9 


ф = [es ky AG Du е“ + сел} 


cos 2hk(z+ d) 


cosh 2k(z+ d) 
cos 2kd 


(0) 
[o,e 十 cc]+ cos2ky oshagg 192 


+ ios 2ky 


2 
ἴ2ωι д ф kot 
ου 
x 
1 


| — ες d) COS ky 
. . -一 --------π 
[z sinh k(z+ d) de cosh k(z+ d) 


cosh 3k(z+ d) 
cosh3kd 193° 


(1) | ior 


Bor cos 3k(z+ 2 e 
cosh3kd 1 


+ се] + cos 3Ky 


+ {соз 3ky + cc] 


2 
| cos k(z4- d) LM 1 [2 P, ош 
T cos KY сәз а Pi + cc] 4k | ax! € tcc 


2 
. - 2k(z+ 4) | cos 2ky 1[д πε 0 
E sinh 2k(z4- d)— de m 2kd 2 12 


2 (0 
1 [2 Ф, | соѕ 25у . - 2k(z4 d) 1 cosky 
4k | ad = δια ^ sin 2k(z* d)- de T Эк cosh kd 
1 


4 
дф, | 

её + zi 
Ox, 


(5.158) 
RP 9. oi. ol 需 在 更 高 阶 近似 中 确定 ， 即 由 表 5 一 1 中 的 (D) 式 确定 。 在 准确 
到 O (e) 的 近似 中 取 为 0。 


- k(z 1 | 
. z cosh К(2+ 2+ 34 = retd T zsinh k(z+ Ji 
E 4k? 
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5.42 ЖУ ЕЗЕТ 


按 式 (5.69) 做 变换 ， 则 5.9.1 节 中 的 式 (5.154) 变 成 


2 
Фу M 2|Ф|*#Ф— Ф= — ὃ 
дт at 


д*Ф 


4 


(5.159). 


хир: 
2 2 2 
6= Poo) (5.160) 
c 

为 了 讨论 omma {БЕ ЕЗШШ ИЕ ““”。 因 为 这 一 项 在 导 推 过 程 已 假定 它 与 其 
它 项 是 同一 重 级 的 。 如 果 能 严格 求解 ， 它 可 能 给 出 全 新 的 孤 波 解 ， 但 因 还 未 探 明 其 可 积 
性 ， 因 此 还 未 知 它 能 否 严 格 求解 。 下 面 讨论 非 传播 情况 ， 这 时 δ, ат 项 为 0， 式 (5.159) 
写成 


2 4 
ΟΦ, 3o['e- o= — 69-© G.161) 
дё ὃξ 
ελ νά. 9| ACIES: 
¿= аб 
а= «+ ex + εἶα, " 6.162) 
于 是 有 : 
ob — 2 .. oc 
δε” (x, ex, + £ a, + ЖЕТА 
2 24: 
ФФ. = la; + 2a t E в (αἱ + 20а ‚)+ d 9 
дё . e 
4 4 
T = [ας + 4a, x e+ E Quia, + α) + 2a, 0) E 
因而 式 (5.161) 成 为 
2 4 2 
+ 2|Ф|?Ф-- ο): doe 29 | 
д óc ac 
4 2 
+ [а + (d aae |+ e 0 (5.163) 
at д . 
再 作 变换 : 
Ф(0)= νε” (5.164) 
n= (+ εξ]ν]η- e G[v]+ ++ (5.165) 
TR: 
oD ду Qm 


— = — * == v(m[l + eF, + 8 G' + …"] 
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2 


P - voe ἐξ + eG + npe v GE ЕЕ + eI G^ n 
= v(p[eF".- G” + ep] v^ eF’, + £ G” + eT 
同 理 : 
He v" (η 1 - £P 2 G' + e 
+ Зу" 4 eF’ εἰ G' + Де" + EG" + о] УЕР" + e GU + nn] 
д*Ф | 


= ν [1 -- eF' + s G' + 1° 


+ όν’ DD 4 eF + eG’ + аР" + £ G” + n) 
+ ‚"(ю|4а+ F”. + £ G” + "YF 6”, 十 ...) -- 3(F", + eG" “Ἴ 


πον. 
AAA (5.163), 
(027+ 2y 一 v)+ εἶα; • (v/F" + w” F+ αι * ó” + 20% a, * У] 
" eoo Εν» ἡ 2G у")] [αδί4ξ' v" 
+ бу””Е” + Ay" F'- v! F^). 2a à (Е + ν΄2ξη] 


+ [4a a (0) (α) + 2a oll О(')= 0 (5.166) 
于 是 得 
av^ 2 у= 0 (5.167) 
v'F' 2ν'Ρ'- 一 pet 2a a, v") (5.168) 
ο 
式 (5.167) 的 解 是 | 
„(= sech| 一 J (5.169) 


0 


根据 式 (5.165) MA (5.162), a, 可 取 为 1 对 于 非 传播 孤 波 ， 根 据 式 (5.5) 也 可 说 明 α, 应 
取 为 1。 将 式 (5.169) RAR (5.168)， 可 写成 

天 + ΡΕΞ Q (5.170) 
式 中 : 


_ Qsech bn— 4sech bn)b 


p= sech δή. tanh δη 


(5.171) 
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Q (a, sech bg a,sech bn+ a,sech `bmb 


(5.172) 
sech by. tanh bn 
其 中 : 
bp= 1 = 1 
Xa 
2 
a = 0 十 2а b (5.173) 
a,— — 208— 4a, b° 
a, = 246 
A (5.170) 有 解 
F'= e PioePans C] (5.174) 
要 说 明 一 点 ，F 扬 代表 dF / dd， 但 根据 式 (5.165) 
, „IF, dn ἀξ , 
FP = dn di^ dg [1+ gF.] (5.175) 
于 是 
— аар [1+ F (Е P )+ = 5.176) ' 
παν (8.176) 


Επ F°, FU, 等 与 各 F” 的 关系 。 这 些 关系 在 得 到 О. 的 方程 ( 即 二 级 近似 ) 时 是 
要 用 到 的 。 也 就 是 式 (5.166) 中 的 各 个 FD UR G 用 式 (5.176) 等 化 成 F”，G” 后， 再 
分 离 出 相同 量 级 的 量 。 因 此 ，CG(D 的 微分 方程 应 是 

vG” + 2v"G'. 


= E F^y"— 4f ar rn 6v” 十 Av" F* + ve) 
α 
0 


+ 2a,a,* (F + 2v'F' )* Дад v" + (0+ καν} 


. f- Le ЗЕ' F" + 2y"* σ᾽ (5.177) 
ἂρ 
式 中 用 到 
2 2 
(d y y 2 v y , 
Fr = F' + 3eF Р" + € κ. Е" + Xr.) +Е Р" | (5.178) 


R (5.177) 中 的 第 二 个 {* } 中 来 自 式 (5.166) 中 的 O (e) 项 中 的 O (e`) 部 分 。 
积分 式 (5.174) 得 


1 
y Xo- Ὁ (5.179) 


1 а, а $68 
F = — ` — 1) 1 Z(y— 3 gg 2 
n 200 1) 2 y+ 320 1)+ > (In 
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式 中 : 

y= tanh (δη) 

a=a+a,+a, | (5.180) 

s= 2a + a, 
C 是 式 (5.174) 中 的 积分 常数 ， 对 (5.179) 进一步 积分 得 

Füp- ies 2- 2) tanh (b+ Ç tanh’ (b1)— ^ np- tanh ^(by)] 
s, 1— tanh (bn) 
利用 下 面 关系 式 : 
1 一 tanh (bn) 2-20 (5.182) 


1+ tanh (bn) 


考虑 到 式 (5.161) 关于 “上 反 演 具有 不 变性 ， 然 而 式 (5.181) 中 In [1— tanh "(bg ШЕ 
使 得 式 ($.165) 不 具有 反对 称 性 ， 因 而 使 式 (5.169) 不 具备 对 称 性 ， 故 应 去 掉 。 于 是 


a = 0 
Вр a 一 一 一 一 一 一 二 (5.183) 


X (5.181) 中 的 积分 常数 C 需要 在 求 二 阶 量 σ(η) 的 过 程 中 确定 ， 在 一 级 近似 中 可 取 C 
= 0， 于 是 式 6.181) 是 


Ε{η)Ξ (s- 5) tanh (pH)— sn (5.184) 
由 前 面 关系 式 及 定义 ，a, = 一 186, a,= 240, а= 65, s= 一 186， 再 利用 式 (5.162). 
A (5.165), api 


Φ(ἔ)-- sech [ë 275) 21ótanh el O (^) (5.185) 


HFA =59, mst (5.160) uj % ó >0, 

图 5—4 中 给 出 了 sg) 的 曲线 。 由 此 可 知 ， 式 (5.159) 中 的 四 阶 导 数 项 ， 当 被 作为 强 微 
扰 项 时 ， 其 影响 使 孤 波 波峰 附近 较 标准 NLS 孤 波 变 平 而 在 远离 波峰 区 域 又 使 孤 形变 陡 ; 
ОКЕ, η(ξ) 曲线 变 成 图 中 点 画 线 所 对 应 情形 。 这 时 ， 孤 波峰 将 出 现 三 峰值 。 按 Wu 
等 的 实验 ， 由 式 (5.160) 可 计算 得 ó 在 0.016 到 0.062 之 间 ， 这 时 对 应 图 5—4 中 5 较 小 时 
的 曲线 ， 因 而 孤 波 为 单 峰 波形 ， 只 是 顶部 变 平 。 我 们 导出 方程 时 ， 是 按照 它 与 其 它 项 是 同 
一 量 级 为 前 提 的 。 在 文献 《77) 中 指出 ， 支 持 孤 波 的 参数 区 域 有 三 个 ， 在 那里 已 考虑 了 表 
面 张力 。 这 里 给 出 的 6 是 没有 考虑 表面 张力 的 结果 ， 在 计 及 表面 张力 的 情况 下 ， 在 其 它 两 
个 参数 区 域 中 ，5 有 可 能 取 较 大 的 值 。 

以 上 微 扰 分 析 是 在 固定 幅 值 为 1 的 情况 下 得 到 的 。 事 实 上 ， 若 把 $=(1+a)y (ERA 
式 (5.159) 可 得 到 第 为 准确 的 微 扰 解 (其 中 ，a(2)=Eatt?*ay CER Y. 

Ф = (1--c,sech 2+с,ѕесћ22) 


一 46 一 第 二 部 分 ”流体 孤子 理论 


* [ č+bč+b;arctan(sinh č}+b,tan 2) ] | 
Җир, ¿=ó 18: с,=196/ 108; bo=-6/2 bi =—27/8; b,=451ë / 108. 


图 5-4 (5) 曲 线 及 其 中 各 项 曲线 


5.5 水 槽 中 的 kink yy 


5.51 实验 中 的 kink 现象 及 其 理论 描述 


NLS 方程 除了 具有 孤子 解 外 “”， 还 存在 kink, XÆ Zakharov 和 Shabat 用 
道 散射 方法 得 到 的 结论 。1973 Æ, Hasegawa 和 Tappert P 导出 了 光纤 中 的 NLS 方程 
预言 并 讨论 了 Как 解 。Denardo，Wright 和 Putterman ^ 首次 在 水 槽 中 发 现 了 参数 激 
励 下 的 kink 孤 波 。 在 NLS 方程 中 ， 当 式 (4.62) 二 阶 导数 项 与 立方 项 同 号 时 ， 支 持 孤 波 或 
非 传播 孤 波 (呼吸 子 ) 解 ， 如 Wu 等 的 实验 (b—2.54cm, d=2.0 cm, L-38 cm) 即 为 这 种 
TEE: 当 它 们 异 号 时 ， 支 持 kink 解 ， 如 文献 【49)] 取 Р=5.71сп„ d=1.0cm, 
L-76.2cm 就 属于 这 种 情形 ， 这 时 立方 项 系数 4< 0， 当 驱动 频率 在 5.20 Hz 到 5.40 Hz 
之 间 时 ， 便 出 现 kink M. Ἰκβίω! а 333.6 (rad / s, HEFY, = 2.9 Hz， 因 此 有 2/< 
zf/ ， 一 般 情 况 下 ， 对 于 深水 时 ，4>0， 对 于 浅水 时 ，4< 0 4=0 对 应 的 水 深 称 为 临界 
深度 4. ， 当 考虑 水 槽 流体 质量 守恒 ， 则 式 (4.62) 中 的 4 应 修正 为 3940 
.k'Qr's + 12- 97 ^^) (5.186) 
这 时 kd, = 1.058. 34 k= m/ bz;0.550 Bf, d 和 1.92 cm。 按 文献 (36) 描述 ， 孤 波 在 倾斜 水 
档 中 将 向 浅水 方向 移动 ， 而 且 当 斜 度 为 0.05 时 ， 孤 波 移动 速度 是 0.05 cm/ ο» kink Myke 
有 类 似 特性 ， 即 文献 《49) 报道 kink 孤 波 移动 速度 与 斜 度 的 关系 3.5 cm / deg» 5, 

在 图 5—5(а). (b) (ο}η1 2} 3188 11 Т kink 孤 波 的 测量 波形 及 速度 曲线 ， 


A 
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振幅 /任意 单位 


—4 —2 0 2 4 
нї / 107062 
图 5-5 实验 中 的 kink 孤 波 现象 
(a) 运动 kink 经过 固定 探 针 测 量 到 的 剖面 ; (ὁ) 在 (a) 中 方 框 处 的 放大 图 形 ; 
( 移动 速度 随 倾斜 角 的 变化 关系 


图 5—6 和 图 5—7 分 别 给 出 了 大 幅 及 小 幅 kink 珀 波 的 剖面 图 和 kink 孤 波 在 参数 空间 
存在 的 区 域 。 


振幅 /cm 
激励 振幅 /mm 


位 置 /cm 5.20 5.95 5.30 5.35 5.40 


图 中 :小 围 是 实验 测量 值 ， 实 线 是 理论 值 ; 激励 频率 /Hz 
大 幅 波 形 参数 为 5.37 Hz、 0.52 mm, 
小 幅 波 形 参 数 为 5.23 Hz. 0.46 mm, 


图 5-6 kink 波幅 剖面 5-7 kink 孤 波 存 在 的 参数 区 域 
在 文献 【39] 的 公式 ， 即 式 (4.62) th, 当 计 及 激励 及 损耗 ， 并 考虑 水 槽 流体 质量 守 


恒 时 ， 可 修改 为 
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a 6 


2 
< = 0 (5.187) 
ЕТЕ с эх? B 


2 -2 


r- oT '— 2T ^—3-2T `. 
8 
; WwW, do, 
° = dk; 
= (gkTy °; 
T-  tanh(hd). 


于 是 有 kink fg 
E (x p= < (2) ‚ tanh[x(x— x) ^ (5.188) 
хф: 


2 o 一 ως + 2ωμ. 


2 


2c 
= (023 — p» 5 
tanh (26)= Р. 


图 5.5@) 中 的 放大 图 展示 了 NLS 方程 所 不 能 描述 的 新 结构 。 因 为 按照 解 式 (5.188) ， 当 
х= x 时 《| = 0， 因 而 各 ,等 也 为 零 ， 因 此 Coe N= 0， 但 图 5 一 56) 中 并 不 为 零 。 文 
Ж (49) 中 指出 ， 只 要 在 《,(x， 人 项 中 加 入 一 项 |с, 7/ ax| ， 就 可 以 描述 这 种 现象 
RP, B= 一 004/α74. 

我 国学 者 周 显 初等 在 文献 【77] 中 ， 也 观察 到 了 kink 波 。 他 们 首先 经 过 理论 分 析 提 
出 了 计 及 表面 张力 的 新 方程 ， 并 预言 有 三 个 参数 区 域 支持 孤 波 解 ， 其 中 之 一 是 kink 孤 波 
解 。 图 5 一 8 给 出 了 kd 一 "平面 上 的 三 个 参数 区 域 ， 并 首次 在 区 域 3) 也 实验 发 现 了 孤 
波 (呼吸 子 ) BERR (2). RAE Κάς 1, ox 0 的 附近 才 观 察 到 kink ig; 而 在 其 它 
点 ， 却 观察 到 了 类 似 于 呼吸 子 的 波 。 他 们 的 主要 结果 是 : 


e= y P „(х x y; μέν.) (5.189) 
= Σεξ Gur xu Zi t,t t,t“) (5.190) 
n-0 
. coshk(Z + d) 


= wid 140+ y+ eelt ea, 1, xp tp orm (5.191) 
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5 
图 中 : KROKO REE REIR JL: 
区 域 (2) 为 理论 上 的 kink WAK: 
O Q1 $2 0.3 94 05 0.6 Wu 等 所 观 到 的 孤 波 处 于 区 域 ( 
o —ak' / pg 
5-8 参数 平面 上 的 孤 波 存在 区 域 及 实验 点 
2 
e 
_ cosh 2k(Z ^ d) 2,22 2 2 
2 om oa [8,4 (Z + Y )+ сс]+ [В,А ZY+ с.с.) 
h Kk(Z+ 
олде a Z+ Y)+ cc] ф(х, f X, t, t) 
+ B(x, tp Xp tp t9) (5.193) 
εξ. b [4° (Z^ * ΥΕ с.с.]+ b jal? 
2 
2 * Ф 
+ [b |A| ZY + cc] ποθ Υ)] (5.194) 


式 中 : 
2 ` ak? π 
© = gkT(l--o) T= tanhkd c= — k= Í; 
gkT( ) pg b 
x = £x t = c”t (n= 192,33). 
p -ΔΚ 144 TOU- Τη} σᾷ-- r^). 
' 40 Τ᾽- σῇ-- T?) 


Ζ-- e c7 ot) Y= e — Kky+ œt) 


В = 二 k'i 1+ 3T?y 
25 o (tT y 

kq-5) . 
ДТ? σ(3-- T’) 
b = 2k (T^ — 1); 


1 


b _k (T+ 1). 

3 1+ 4σ ' 
2 

B= b lAl. 


其 中 ， 激 励 的 形式 是 : 
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= £ ygcos 20 6б 


КУ. 
< 0 


у= 一 
2 В 


式 中 ，a 为 驱动 振幅 ; 20, 为 驱动 频率 ; x 为 表面 张力 系数 ; ? 为 流体 密度 。 
速度 势 的 前 面 项 慢 变 波幅 满足 : 


д? д? 
SATSA, (5.195) 
ot, ὄχι 
2oi9 + оо δ 4, ν|4|}44- (1+ a)1— riy A+ о?у А τω); 
01, k ay? δει 2(1+ o) 
1 
= 0 
(5.196) 
дф: 
& ,二 Qa C. 
o= τ» 0: (5.197) 
dk . 
k^ [T° — DQ@— T)» a G— TXT Т) 9T? | 208 0), («2 
у a | ——— ++ (ü + 1) 
2 T —c(8- T^) 1+ о 1+ 4c 
(5.198) 
如 果 令 | | 
P= де (5.199) 
并 回 到 物理 变量 ， 可 得 | 
/ 2 д 
202%. + ow Ф | e v|o|' B+ ek {14 o)(1 — TY" e. 2ωίω, — o)G 
дї k ax? д 0 
一 20 ωιαφ И 
— Tro = 0 (5.200) 


g(1+ о) 
上 式 即 为 孤 波 基本 方程 。 在 上 面 推导 过 程 中 用 到 可 解 性 条 件 34 / 31, = 0 和 质量 守恒 方程 


L b „ё 
| | | pdxdydZ = 常数 
-L*"0O*-d 
当 不 考虑 质量 守恒 时 ，v 应 是 


‚— . 1X9— T?)+ σς-- ryr!- 7 


2 T/— о(3— Т?) 
Фот” 201+ o) 2 2 2 2 
ТЕ; + 14 å (T + 1) +41+ o)(T — 1) | (5.201) 


讨论 非 传播 孤 波 ， 这 时 0/ д: = 0, = (5.200) 变 成 
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2 2 
2 20 w 
ow à А 2 2 E = — 4'20 5.202 


щу> 0 时 ， 有 呼吸 孤子 解 


1/2 
A= "I 5 KTosa— eO, o | sech| x° [I Toa- oo, | 
223 wh Z [zr 200, ) ] 
= — VZ > M 2 
[epu t λωωρ] senis, Garat) OS 


当 v< 0 时， 
4= s [os - o 一 ΝΟΕ |Æ wo,- ω--- kT? оа) | 
5.5.2 ЯК Н А) kink 孤 波 解 


FEAR (5.66) 出 发 进行 分 析 。 根 据 式 (5.67)， 由 于 T < 1， 因 此 有 总 有 c >O F 
是 ， 只 有 在 A< 0 的 参数 区 域 ， 才 能 支持 扭 结 (Kink) 波 。 这 时 ， 式 (5.69) 变换 中 的 第 三 式 


应 改 为 
o- | πώ (5.204) 
这 时 式 (5.70) 修改 成 
ы 20 Ф p= T: ix D-a @ ` (5.205) 
Atie a = a = a = 0 的 情况 ， 设 kink fg Jy 
Ф= 2u tanh[2D(z— ут)]е “* “' (5.206) 
代入 式 (5.205) 可 得 : 
D'= и 
l 
p= 29 (5.207) 


= 一 [in 8u + 1] 


Br 


当 v= 0, u = 1/ 2 时， 指数 因子 为 e “， 利 用 式 (5.69) 并 注意 到 wi 一 o^ 5: 20(0, 
– oy»a, Bi, e "xe" лге ”代表 玩 波 振动 频率 由 在 o, 之 下 的 о 变 成 
(ЯВ) 在 o, 之 上 的 o + 2(0,— wo)。 在 这 种 情况 下 ， 虽 然 也 对 应 非 传播 解 ?*= O, 
但 00 / дт 0。 要 得 到 完全 不 随时 间 变化 的 kink 解 ， 在 co^ < o + a, 的 区 域 是 得 不 到 
的 。 事 实 上 ， 前 面 已 看 到 ， 频 率 也 移 到 了 o 之 上 ， 在 w > o. a, 的 情况 下 ， 式 (5.69) 
的 第 二 、 三 式 应 改 为 
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2 2 | 
|o 一 Ωω — αι 


< 一 — X 
C 
o= |- HM - (5.208) 
?|o 一 o αι | 
这 时 式 (5.70) 改 为 
2 
οφ oo 2 oo . * 
P ΡΝ 28,|Ф| D- δ, P= осу + ix, 9— z,@ (5.209) 


Rp, ,= 十 1 代表 4< 0; ó = 一 1 代表 4> 0; 6, 十 1 代表 w o ras δι 


= 一 1 代表 ww > w1+ a,。 这 时 将 式 (5.206) RAR (5.209) (MR a = x,= а, = 0) 
可 得 : 


1 (5.210) 


可 见 ， 支 持 暗 孤子 (kink) 的 必要 条 件 是 5,= 1， 即 4< 0。 当 5 > 0 时 ， 即 使 v= 0(3Ε 
传播 ) 00/0: 0, (Hit 6, < 0( 即 w > o + αι), 这 时 车 取 v= 0, u= 1/8， 则 支 
持 完 全 非 传播 kink k. 


下 面 考虑 阻尼 及 激励 的 作用 ， 暂 取 wx, =0， 并 只 讨论 5 /ar =0 意 义 下 的 非 传播 kink 
解 。 设 


Φ(6)-- 2и tanh[2D(x— χι)]ο”» (5.211) 
代 人 式 ($.209) 得 : 

р? = n 

N 

X 
зіп 29, 一 a. 
æ cos 20 — ὃ, –0,+ үа, —– а 

πο” 85, = 8 


可 见 ，0w SIC 4< 0) 是 支持 kink 波 的 坚定 不 移 的 条 件 。 上 式 中 “十 "选择 之 差别 就 是 
29。 的 两 种 差 值 为 的 差别 ;究竟 选择 哪 一 个 ， 由 实验 现象 确定 。 如 果实 验 中 孤 波幅 值 是 
随 驱动 幅 值 增 加 而 增加 的 (如 图 6-1 中 的 孤子 幅 值 就 是 这 样 ) 这 时 ， 应 取 
CES Ж, ARR (49) 中 的 式 (4) 相 当 于 取 “+"”， 然 而 文献 77] 中 的 式 G2) 相 
HFR — REO, — 0 的 极限 情形 )。 这 两 种 选取 都 是 数学 上 允许 的 解 。 实 际 情况 究 
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竟 属 于 哪 类 ， 就 由 实验 现象 确定 ， 也 许 两 种 现象 在 各 自 适当 的 条 件 下 都 会 出 现 。 无 论 取 
“FEER, Eô, --1(βω’ > wi 十 a ) 时 ， 总 是 支持 kink; 但 取 “ 一 时 ，, (BD3E 
动 幅度 ) 不 能 过 大 ， 即 存在 一 上 截止 驱动 幅度 xa; < 1+x; 。 如 果 取 “+"， 若 w; 足够 大 ， 以 致 
аз > +wa， 这 时 即使 5， =+ 即 w < (w + ai) 也 支持 kink 波 。 无 论 上 述 如 何 情况 ， 总 
是 存在 一 个 下 截止 驱动 幅 值 <, > а,. 

5.5.3 {ФК kink 的 移动 

下 面 的 分 析 从 式 (5.205) 开始 ， 先 考虑 a = a = 0 的 情况 ， 这 时 需要 作 变 换 


Ф= ue (5.212) 
于 是 式 (5.205) 化 为 
ди, ὃ д 
i + — 2lu|lu- dr (5.213) 
再 作 变 换 != 一 n ¿= x, NI 
Qu Ow X yu u= eR- а δὲ (5.214) 
дт дх? 1дх ` 
ERSA (2.250) 的 形式 相同 ， 于 是 利用 式 (2.246)~ 3X (2.249)， 可 得 试探 解 (绝热 近似 ) 
u(x,t)- 2n, (0) tanh {2y [x— x,()])e ^ 2997 90 ie (5.215) 
中 的 慢 变 参数 的 演化 是 : 
a Im | tanh Z* е "eR[o]dZ 
N. . 一 о 
二 = — (5.216) 
| tanh’ Zaz ` 
d ta | 
ех, = 4μ-- επί sech’ Ze ^ YeR[ujdZ (5.217) 
dt 165, τω 
ref sech Ze" "- eR[u]dZ 
Ἔ- -e no - (5.218) 


+ о 
[ tanh’ ZdZ 
+ o 
ref eR[u]tanh Ze" 
do _ Е o _ 
а 41+ и) ue o ——_ ——— (5.219) 


too 
EA! tanh? zaz | 


一 % 


хф: 
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(^0 Z= 2n(x— x) 
0— — 2u(x— х,)+ ф 
推导 是 简单 的 ， 证 明 如 下 : 把 式 (5.215) JA (2.246), 


n=] 4n tanh Zdx— | tanh ZdZ 
上 式 积 分 是 不 存在 的 ， 但 应 从 2.6.8 节 中 分 析 的 意义 上 去 理解 ， 这 里 保留 着 形式 上 的 积 
分 (对 于 水 模 ， 可 理解 为 沿 长 度 方向 在 两 端 壁 间 积 分 )， 把 式 (5.215) RAR (2.249)， 并 
考虑 | 


因此 


d], [οι BA , 
d ^c iIm 3, cRluddx 


一 © 


To 


+œ 
= 2 Im | u` εΚ[ι]άχ-- 21m | tanh Ze "cR[u]dZ 


-o 一 o 


因此 有 
dq + о + о | 
27 | tanh’ ZdZ- 21т | tanh Ze "sR[udZ 


此 即 式 (5.216)。 再 由 动量 表达 式 


+ о А 
if furu ou a= pg 
I, = jo E Әх u Эх ]ax- mj. Эх dx 


由 于 


u` ё = [@n,) tanh Z* sech2Z— (21, ) 2p tanh’ Z] 


因此 
+ о + 20 
Г = | Qn 2p tanh’ Zdx— | tanh’ ZdZ 


MERSI / 6 u 和 5 1, би: 
+œ 


[Гао ва gu 
Bu | DEDI 


© 


Jax 


" * * 
-让 DEC u)— ὃ u?” ах | 


дх 
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+ o г 
. u 
-| Š ua dx 
因此 : 
51, ди 
ô u ôx 
51, = (ди 
δι дх 
于 是 


d7 + 00 * ur 
21. | É - eR ` [u] + » ги) |ах= - xef и CR[u]dx 


x дх 


= 一 эке |a sect! z+ iutanhZ e "tR[udZ- 


因此 
d + о dn +æ 
E 2 . χα ? 
2n, 2η; Е tanh ZdZ-4 2yu* 2 di | tanh ZdZ 
= 一 zon Re ect? ze" ?eR[u]dZ-- 2(2μ}πι | tanh Ze "zR[u]dZ 
此 即 式 (5.218). 


对 于 式 (5.217) 及 式 (5.219) 是 可 以 用 如 下 方法 : 将 式 6.215) RAR (5.214) 可 得 


Hero» tanh Z+ 24,21, (rx— x )sech Z— Qn, Y x,'(r)* sech^ 2] 

+ 22n sech zje + {- 2, tanh Z[e/(t)— 2u/((x— х„)+ 2ux',(t)] 

+ IDn.) sech Ztanh Z+ Qu) 24 tanh Z]+ 227,) ° anh’ Zle” = eR[u] 
stem [Г * je "sech ZdZ, MuE 


+ c . + = 
一 οὐκί] sech ZdZ 4- 20:0, | sech" ZdZ 


+ oo 
= Im [ sR[luje™ °ѕесћ Zaz 


由 于 | sech*zaz-4/ 3 因此 由 上 式 可 给 出 式 (5217) жаяа 


f κ» tanh ZdZ， 则 实 部 给 出 
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+ о 
— 2η lot) 2ux, of tanh’ ZdZ+ 242Η/) |sech ZdZ 


+o + о + о 
+ Qu) * 2η, | tanh 242+ 2021,)' | tanh‘ Ζάζ-- Re | Кие“ tanhZdZ 


= со 一 


由 上 式 可 给 出 式 (5.219)。 
JB cR[u]- 一 & Ou/ 0x 代 式 (5.216) = (5.218) 得 : 
d 
= 4a un, (5.220) 
qx, 5.221 
ud c? (5.221) 


dr _ 2 4 
αγ а Qn) 317—5) > (5.222) 


Hop. L 是 水 槽 的 归 一 化 长 度 ， 是 从 tanh’ Z= 1— зесһ Z 的 积分 而 来 的 ， 按 照 5.5 节 中 
HAN η, 是 缓慢 变化 的 ， 在 一 级 近似 下 

dx 4 2 
ται 30-2) 


在 实验 室 坐标 系 中 
4c (a, ω]-- о”) 4° 2 b +b, 
V= t— o у= 30,72, aw 6-223) 
已 注意 到 在 得 到 式 (5.214) 时 ， 在 时 间 上 又 反 了 一 次 号 ， 类 似 于 式 (5.101)， 平 均 速 度 为 
— 4? , b +b, 
πρ ντος, 57η 


L ER (5.69) 计算 并 引入 4 则 


b + b, 

А= 0003 3 (5.225) 
a to —o 

也 是 水 槽 实 长 ， 即 二 = 76,2ст, ҚА b= 5.71 cm( 宽 ) d= 1.00 cm( k? ) 得 到 天 

= 0.55, T= 0.618 7，w;= kTg- 333.45, 2/ = 5.81， 实 验 中 驱动 频率 范围 是 在 21 

= 5.20~ 5.40 Hz，c = 853.6, b = 136.13, b,— 604.95, ра, № 21= 5.37 Hz 

Bh, L = 0.229L— 18.22, A= 7418 / 48.8— 15.28, 

ET 


— Z jo = 00349 
Xo, — o a, " " 
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P „= ECT XE, 14.54 ах 

а= εκτ -- 2T! — 3T? — 12]-- 0.115 
这 里 ，4 是 按 文献 中 的 (49) 公式 计算 的 。 由 文献 《49) 中 的 图 3 估计 ，《 0.45 cm 
(34 2/-- 5.37 Hz)， 因 此 2η, -- 0.4932 = 0.222， 于 是 将 天 = V0.123x B= 0.02。 
= 0.02x 0.017 5 ДД. V= 0.006 574 x; 当 x= 25 ст, V= 0.033 em / s。 但 按 
文献 【49] 中 的 图 3，F 的 实验 值 在 4cmyv min= 0.066 67 cm/s 左右， 理论 值 偏 小 ， 
可 能 是 由 于 表面 张力 被 忽略 了 ， 这 时 ， 两 壁 对 kink 运动 的 阻碍 作用 的 大 小 还 难以 估计 。 
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61 σι Β 


Н SUB TCR A, UP 于 1984 年 首次 报道 非 传播 孤立 波 至 今 已 整整 10 年 ， 其 间 国 内 外 学 
者 对 非 传播 孤立 波 的 理论 和 进一步 实验 都 做 了 积极 的 并 且 是 富有 成 效 的 探讨 ( 见 文献 【36 
~ 47,65.70,76,77) ) XA (77) 指出 ， 水 槽 孤立 波 是 非 线性 科学 中 的 一 个 典型 现象 。_ 
1990 Æ, Denardo 等 人 “2 的 实验 发 现 了 水 槽 kink 孤立 波 ， 把 非 传播 孤立 波 的 研究 大 大 
向 前 推进 了 一 步 。 但 是 ， 目 前 的 理论 及 实验 都 是 针对 单 水 模 中 的 非 看 合 孤 波 现象 的 。 然 
而 ， 非 线性 厢 合 是 广泛 存在 的 一 类 非 线性 现象 ， 如 光纤 中 双 通 道 孤 子 的 类 合 “1 ， 这 
种 耦合 将 带 来 更 为 广泛 的 一 类 非 线性 现象 ， 如 能 量 转换 、 分 又 、 混 沌 等 等 。 本 书 作 者 之 一 
受 光 孤 子 耦合 的 启发 ， 设 计 并 构造 出 双 水 槽 大 合 实验 及 其 装置 ， 并 观察 到 扳 波 艳 合 的 各 种 
现象 ， 这 将 为 经 历 了 10 年 的 单 水 槽 非 传播 孤 波 研 究 带 来 新 的 研究 课题 。 在 本 章 中 ， 首 
先 ， 描 述 实验 现象 ; 然后 ， 建 立 看 合 孤 波 的 支配 方程 即 耦合 非 线性 Schrodinger(NLS) 方 
Pb 最 后 ， 给 出 一 类 特殊 解 ， 即 稳 态 耦合 孤 波 解 。 


6.2 实验 装置 及 主要 实验 现象 


实验 装置 同 前 人 的 类 似 ， 不 同 的 是 用 看 合 双 构 代 苦 了 过 去 的 单 模 。 耦 合 双 模 模 截 面 
如 图 6—1 所 示 ， 即 把 宽 槽 沿 长 度 方向 加 一 块 不 插 到 底 的 隔 板 ， 构 成 双 槽 ， 底 部 是 连通 
的 ， 因 此 ， 双 槽 可 通过 底部 发 生硬 合 。 整 个 水 槽 可 充 同 一 种 液体 (如 水 )， 也 可 充 两 种 不 
互 溶 的 液体 (如 上 层 为 油 ， 下 层 为 水 ， 即 p, =P p, =P) SASS MES DS B 
隔 板 是 播 到 底 的 ， 但 隔 板 沿 垂直 方向 ( 即 与 水 槽 中 水 的 振动 相同 的 方向 ) 开 有 许多 平行 细 
长 缝 ， 颖 宽 应 大 于 毛细 长 度 ， 使 兢 合 能 达到 有 效 的 程度 ;但 缝 宽 又 不 能 过 大 ， 甸 距 不 能 
过 小 ， 以 使 在 隔 板 上 不 致 于 明显 地 破坏 边界 条 件 9 p / ду= 0 (y= 0)。 我 们 已 观察 了 前 
两 种 方式 的 实验 现象 ， 第 三 种 方式 将 是 我 们 进一步 研究 的 课题 。 限 于 篇 幅 ， 本 文 只 描述 
第 一 种 方式 的 实验 现象 及 其 理论 分 析 ; 第 二 种 契合 的 现象 及 其 分 析 拟 另 文 报道 。 实 验 中 
分 别 采 用 了 三 种 尺寸 的 看 合 档 ， 即 短 槽 [Ex (8 + 5,)=15.1cmx 4,55 сп, КЎ х 


第 6 章 双 水 槽 耦合 孤 波 观察 及 其 理论 分 析 —159— 
(b + b,)= 35.0cmx 4.55 cm] КЛ [L x (b + b,)= 35.0 стх 7.8 ст). 在 三 种 槽 中 


都 能 观察 到 看 合 孤 波 。 实 验 时 ， 两 端 壁 放置 一 些 棉 花形 成 吸收 边界 以 模拟 无 穷 边界 ， 这 
样 可 抑制 Stokes 模 ， 从 而 便于 形成 和 稳定 孤 波 。 对 长 水 槽 ， 还 需 在 水 中 加 和 少量 皂 粉 ， 
更 有 利于 形成 和 稳定 孤 波 。 由 于 短 槽 特别 有 利于 形成 和 稳定 孤 波 ， 因 此 在 长 槽 中 孤 波 无 
法 维持 的 情况 下 ， 在 短 槽 中 仍 可 维持 ， 因 而 在 短 槽 中 能 观察 到 更 多 长 槽 所 观察 不 到 的 现 
象 。 非 等 宽 双 模 也 同样 具有 与 等 宽 槽 几乎 相同 的 特性 (只 要 宽度 较 接近 )。 不 同 的 是 ， 各 
槽 中 孤子 稳定 度 ( 这 里 指 抗 破坏 能 力 ) 不 同 ， 这 取决 于 驱动 频率 是 偏向 支持 里 槽 的 还 是 外 
术 的 孤 波 。 比 如 说 ， 宽 槽 稳定 孤 波 驱动 频率 区 域 中 心 较 罕 模 的 略 低 ， 如 果 驱 动 频率 更 接 
近 前 者 ， 我 们 就 说 偏向 支持 宽 槽 中 的 孤子 。 


图 6-1 耦合 双 槽 横 截面 示意 图 ， 
对 于 双 槽 耦合 孤子 ， 同 相 与 反 相 概念 与 单 槽 看 起 来 截然 不 同 。 当 双 槽 中 孤子 相对 中 
间隔 板 具 有 相同 状态 时 ， 称 为 同 相 ; 反之 ， 称 为 反 相 ， 如 图 6 一 2 BR, 


图 6-2 同 相 狐 波 横 截面 示意 图 


(a) 规定 为 同 相 的 ; (ὁ) 规定 为 反 相 的 
事实 上 ， 如 果 用 对 称 性 来 区 分 同 相 和 反 相 ， 则 双 槽 和 单 槽 中 的 同 相 和 反 相 却 具 有 相同 
的 意义 ， 即 相对 孤 波 系统 中 心 是 对 称 的 ， 称 为 同 相 ; 反对 称 的 称 为 反 相 。 对 单 槽 ， 孤 波 系 
统 中 心 是 沿 长 度 方向 的 中 心 ; 而 对 双 槽 ， 中 心 则 应 是 沿 长 度 及 宽度 方向 的 中 心 。 这 里 强调 
的 是 状态 对 称 性 ， 不 是 物理 量 的 严格 对 称 性 。 下 面 叙 述 耦合 孤 波 的 几 种 典型 特点 。 
() 产生 一 个 孤 波 需 要 一 定 的 驱动 阔 值 ， 但 还 存在 另 一 个 驱动 阔 值 ， 能 使 孤子 得 以 维 
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持 。 这 两 个 半 值 分 别称 为 孤子 的 产生 益 值 和 维持 冰 值 ， 后 者 低 于 前 者 。 当 驱动 高 于 产生 辣 
值 时 ， 和 孤子 自动 产生 ， 产 生 阔 值 主要 取决 于 表面 张力 及 两 端 棉花 放置 情况 。 当 孤子 产生 之 
后 ， 降 低 驱 动 幅 度 ， 孤 波 仍 可 维持 ; 当 驱 动 低 于 维持 阔 值 时 ， 和 孤子 不 再 稳定 ， 最 后 消失 ; 
当 驱 动 介 于 两 个 赋值 之 间 时 ， 可 通过 手 拨 人 工地 产生 和 孤子。 实验 发 现 ， 两 个 弧 子 、 三 个 孤 
子 及 四 个 孤子 都 有 相应 的 产生 阐 值 及 维持 阐 值 ， 而 且 各 种 孤子 的 稳定 参数 范围 都 有 重 秋 部 
分 ， 因 此 ， 在 同样 激励 幅度 及 频率 下 ， 可 能 维持 一 个 或 两 个 孤子 ， 或 者 两 个 或 三 个 孤子 。 

对 等 宽 模 情况， 例如， 当 = b, —2275cm. d=2.0cm, h-l0cm. 27=11.26 Hz 
(激励 频率 ) 且 当 驱动 幅度 的 有 效 值 A, =0.362~ 0.418 mm(H Bruel & Kjóer 
4393 型 加 速度 计 所 测 ， 驱 动 的 峰 一 峰值 2A= 2V2A.) 时， 只 能 在 双 槽 中 的 里 槽 (b ) 或 
ΖΗ (b) 任意 一 个 槽 中 维持 一 个 孤子 。 当 A > 0.418 mm 时 ， 可 维持 一 对 孤子 ， 分 别处 
于 里 外 楼 等 宽 模 应 该 是 这 样 ， 对 于 宽度 差 较 大 的 非 等 宽 槽 ， 则 在 同一 槽 中 出 现 两 个 孤 
子 ， 另 一 槽 仍 处 在 环 值 之 下 )， 如 果 继 续 增加 A.， 则 出 现 三 个 板子， 然后 是 四 个 孤子 . 

作为 例子 ， 对 b = 2.25 cm, b,— 2.30 ст, d= 2.0 ст, й= 0.5 ст, 2/= 11.40 Hz 
和 A, = 0.403 mm АЗЕ Н, ФЕ ре Д, РЭВ РН E 
MORE СВЕН НЕР ЈУМИ, УМИТ. П ВРА: M Л 增加 
到 0.424 mm 时 ， 外 槽 孤子 仍 维持 着 ; 但 当 A, = 0.445 mm ñF, ЯТКАН КАТЕ TL 
子 ， 这 时 硬 合 成 为 孤子 相互 支持 的 主要 原因 。 即 若 抑制 外 槽 孤子 ， 里 槽 也 随 将 跨 台 ; Ж 
停止 抑制 ， 里 外 档 同 相 孤 子 对 立即 恢复 ， 当 h= 0.7 ст. 2/-- 11.40 Hz, А = 0.400 mm 
时 ， 手 拔 只 能 激发 一 个 孤子 (里 、 外 槽 均 可 六 当 А = 0.532 mm 时 ， 里 槽 孤子 与 驱动 共 
同 作用 可 激发 出 外 槽 孤子 ， 形 成 孤子 对 ，A_ = 0.541 mm 时 ， 在 里 槽 孤子 激发 下 外 槽 孤子 
幅度 变 大 ， 当 21= 11.90 Hz，A.= 0.415 mm 时 ， 可 激发 两 个 孤子 ; 当 A = 0.430 mm 时 
能 激发 三 个 孤子 ; 4 A, = 0.448 mm 时 能 激发 四 个 孤子 ; 县 第 四 个 能 自动 激发 。 

(2) 实验 中 发 现 ， 无 论 是 等 宽 还 是 非 等 宽 槽 ， 稳 定 情况 下 ， 只 有 同 相 或 反 相 两 种 形式 
ЮВ: 当然 在 非 稳定 或 过 湾 状 态 ， 不 能 说 总 是 这 样 。 图 6-3 及 图 6-4 ib TE 
柳 ， 宽 长 楷 及 长 柳 中 的 孤 波 照片 。 

O) 耦合 孤子 相互 作用 与 单 术 孤 子 相互 作用 非常 不 同 。 同 相克 合 孤子 合并 后 ， 无 什么 
情况 都 不 再 分 开 ， 反 相 耦 合 孤 波 的 位 署 可 以 重合 .但 在 单 术 中 ， 只 要 驱动 足够 大 ， 同 相 孤 ` 
子 合 并 后 再 分 开 并 是 周期 性 的 ， 但 反 相 折子 是 绝对 不 可 能 赶 到 一 起 去 的 . 17, BOR 
MERNIH RESGTABUPUTEBGECHHS LARRE РШ ЕЕН ТЕЙ 
EAN 8631 f) E 6-5 给 出 了 同 相 与 反 相 孤子 的 相互 作用 曲线 。 反 相 孤 子 总 是 
排斥 到 一 定 的 距离 后 稳定 下 来 。 在 一 定 条 件 下 ， 在 间 地 也 可 产生 反 相 孤子 对 ， 如 图 
6-5(O) 中 的 下 面 三 条 相互 作用 曲线 都 是 从 (0，0) 坐 标点 开始 的 ， 

(4) 反 相 孤子 稳定 时 的 间距 以 及 同 相 孤 子 的 合并 时 间 ( 即 从 产生 到 合并 所 用 时 间 ) 与 驱 
动 幅 值 和 频率 ， 以 及 槽 的 长 度 有 关 。 前 者 决定 了 孤 波 的 幅度 及 宽度 ， 因 而 决定 了 双 孤 波 和 
加 程度 ， 从 而 决定 了 耦合 作用 (以 及 与 两 端 壁 作 用 ) 的 大 小 。 因 为 端 壁 对 孤 波 也 有 作用 力 ， 
故 稳定 距离 及 合并 时 间 因 情 况 而 异 的 。 从 图 6—5 中 可 看 出 几 种 情况 的 稳定 间距 和 合并 时 
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(a) 


(5) 


6—3 ΗΡΑΚΛΗ ΑΝ 
(a) ЖБ: smi e uar. b,— 2.20 cm, b,— 235 cm, d= 18cm, h= 0.9 cm, 


2f- 11.30 Hz, А, = 0.468 mm; (a) 中 的 标尺 刻度 可 由 螺 帽 间距 进行 换算 . 
(ὁ) A EHI PS TRU КЕ, b = 3.85 mm. b,— 3.95 mm. d= 20cm. h= 1.0cm, 
2f= 8.20 Hz, A = 0.383 mm; (0) 中 标尺 刻度 为 cm。 
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(a) 


6-4 长 槽 中 的 耦合 孤 波 (fis; b = 2.20 cm, b,= 2.35 cm，d= 20cm. 2f= 11.40 Hz) 
(a) [IHE ΑΝ. h= l.0cm, A = 0.383 mm (b) 反 相 耦合 孤 波 ，A= l.0cm, А = 0.383 mm 
(c) 同 相 耦 合 孤 波 ， 且 /= 12cm, A = 0.391 mm 
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间距 /em 


时 间 /s 时 间 /s 
(a) (9) 


ЮЖ b =220cm, b,- 235cm, d= 1.8 cm, й= 0.9 cm. 


在 (ah, SC # ЖА =0.462mm, 2/5 11.26 Hz; 虚线 和 点 画 线 是 A, 70.470 mm, 
27= 11.00 Hz， 且 虚线 是 外 槽 孤子 在 左边 的 情况 ， 点 画 线 是 在 右边 的 情况 ， 平 均 斜 率 ( 即 速度 ) 的 
差异 是 由 于 槽 宽 不 严格 均匀 所 致 ; 双 点 画 线 是 A. =0.422 mm, 2/=11.26 Hz; 粗 实 线 是 长 宽 村 
中 反 相 孤子 对 的 曲线 ， 其 间距 由 图 中 右边 标尺 给 出 (其 它 曲线 由 左边 给 出 )b, =3.85 cm, b, = 
3.95 ст, d-20cm, й=1.4ст, A, —0315 тт, 2f=8.21 Hz. 

在 (8) 中 ， 实 线 和 虚线 分 别 是 异地 和 同 地 产生 的 反 相 孤子 对 (前 者 需 人 工 赶 到 一 起 )， 其 中 A， = 
0.470 mm, 2f= 11.00 Hz; 点 画 线 是 A。 —0.462mm. 2f-—11.26 Hz; 粗 实 线 是 A —0,422 mm, 
2f=11.26 Hz; 5 gd 2 E A =0.422 mm, 2f-11.26 Hz, XX Bj ἢ 4 E A, =0.442 mm. 
2/= 11.26 Hz. 


图 6-5 ВНУ ü f PO ΠΒ Н. fE H di Ж (OLF [Н] ЕЕ ΒΒ ΠΗ [В] B EE £c Bi 2) 


її. 此 外 ， 还 有 下 述 实验 记录 : Ch ADR, —b,—275cm. d—-20cm. h=1.0 cm, 
27= 11.26 Hz, A = 0.448 mm Bf, REESE 5.8 cm， 合 并 时 间 约 91 s( 从 60cm F 
18 y 3 A =0.561] mm Bf, Ж HE E E. 41cm; S b, —2.25 cm, b, — 2.30 cm, 
d-20cm, й=1.3 cm, f=11.90 Hz, A —0.415 mm Hj. Τὰ ΕΠΗ ΒΡ 1 5.4cm; 当 
27= 11.40 Hz, A —0.422mm Bj, = ΙΙ E 5.6 cm; 对 长 槽 0 —2.20cm. b, = 
2.35 сп, d-20cm, h=1.0cm, 2f=11.40 Hz, A =0.354 mm В, 18 Ἐ B] BE E 
8.0 cm. 

(5) 388 RIRBLO тн RAMTE ΤτΕ Α2Ε, 再 也 不 能 分 离 。 若 人 
工 驱 赶 一 个 孤子 ， 使 之 与 另 一 个 孤子 分 离 ， 则 这 个 孤子 会 跟随 第 一 个 孤子 来 回 运 动 ， 两 个 
孤子 紧 紧 地 束缚 在 一 起 。 出 现 这 种 情况 的 实验 参数 是 : Hb =2.25 cm. b, --2.30 cm, 


d=2.0cm, h=1.5cm, А, =0.501 mm, 27=11.40 Hz， 这 时 反 相 孤子 极 难产 生 ; 在 长 宽 
Й 中 (b, =3.85 cm, b, =3.95 cm, d=2.0 cm, h=1.0cm) 3 2f=8.30 Hz A = 
0420 mm Bf, АНК ЧЕ ΑΕ, ЖЕЕЖ—1ШТ# ҖЫЙ. АТИН. YM 
Æ: 当 2/—8.20Hz, A =0.393 mm Bf, AB THS Л) ТЕНЕ ЖК, ΕΛΙΑ 109 s; 


ЭА, RESI 0.340 mm 时 ， 仍 支持 同 相 孤子 对 ， 而 且 无 法 赶 开 ， 反 相 孤子 难产 生 ; 当 2f= 
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8.10 Hz, À = 0.344 mm 时， 也 出 现 周 期 性 覆灭 ， 但 当 а= 2.0 ст, й= 0.6 cm( PE 


R) 异地 可 产生 反 相 孤子 ， 而 同 相 只 能 在 同 地 产生 ( 异地 不 能 ) 这 时 ， 若 减 小 4 鸽 ( 即 
看 合 增 大 )， 则 又 只 能 在 异地 和 同 地 产生 同 相 孤子 对 。 | 
(6) 8 SESRES ELT. F M38842 48 3fE [B] Е (НР АДВ), 异地 产生 的 反 
相 耦 合 孤 子 也 难 用 人 工 方法 驱赶 到 一 起 。 事 实 上 ， 当 被 驱赶 的 孤子 靠近 另 一 个 孤子 时 ， 后 
者 也 随 第 一 个 孤子 沿 同一 方向 运动 直到 端 壁 附近 ; 这 时 ， 车 继续 驱赶 ， 则 孤子 跨 台 ， 除 非 
激励 幅 值 足够 大 。 这 种 情况 下 ， 从 后 面 的 耦合 NLS 方程 可 看 到 ， 激 励 项 相对 耦合 项 变 大 
了 ， 也 就 等 价 于 削弱 了 看 合 项 的 作用 。 支 持 这 种 情况 的 实验 参数 是 : Amb, = 
2.25 ст, 5,= 2.30cm, d= 2.0cm, k= 1.3 ст, 2/= 11.40 Hz, A — 0.422 mm， 这 时 


异地 向 相 孤子 对 难产 生 。 但 同 地 同 相 孤子 对 可 产生 日 无 法 手工 赶 开 ， 一 赶 开 就 消失 .还 
有 一 种 情况 是 : KEH, b = 2.20 cm, b,= 2.35 ст, d= 20cm, h= l0cm 2f- 
11.40 Hz, Д = 0.354 mm， 在 同样 参数 下 ， 短 槽 中 难产 生 反 相 孤 子 ， 但 在 长 槽 中 就 不 一 
定 这 样 。 因为 当 孤 波 较 宽 时 ， 构 长 容 不 下 两 个 孤子 一 一 重 秋 部 分 太 多 ， 耦 合 排斥 很 大 ， 
导致 模式 不 稳 ， 以 至 在 长 槽 中 仍 可 能 产生 反 相 孤子 。 

(7) жне, 同 相 孤子 对 中 任意 一 个 孤子 是 对 方 存在 (稳定 ) 的 前 提 ， 即 人 
工 产 生 孤 子 对 时 ， 必 须 同时 “培养 ”( 即 抑 制 杂 波 ) 两 个 槽 中 的 孤子 ， 而 不 能 像 通 常 的 做 
法 ; 先 在 一 个 槽 中 拔 出 一 个 ， 再 在 另 一 槽 中 拔 出 另 一 个 ， 这 时 ， 让 孤子 自动 产生 往往 较 
困难 。 对 于 已 产生 的 孤子 对 ， 若 要 破坏 其 中 一 个 ， 另 一 个 也 随 之 受到 破坏 ; 如 果 在 还 未 
完全 跨 台 之 前 停止 破坏 ， 则 孤子 对 即 立刻 恢复 。 观 察 这 种 现象 的 实验 参数 大 概 是 (注意 : 
对 两 端 棉花 放置 较 敏 感 ); ΒΙΠΕ, ΤΕ k (kW h= 2.8 cm， 油 
深 0.6 cm), 2/= 10.70 Hz, A, = 0.379 mm, b = 2.20 cm, b, = 2.35 cm, 
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严格 的 耦合 方程 应 从 流体 力学 方程 组 出 发 ， 这 个 问题 由 四 个 自由 面 上 的 运动 学 方程 

和 动力 学 方程 以 及 四 个 壁 和 底面 的 边界 条 件 构成 ， 这 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ， 其 分 析 . 

我 们 将 另 文 专门 给 出 。 考 虑 到 实验 观察 中 发 现 ， 插 板 以 下 的 流体 流动 极其 缓慢 ， 尤 其 是 

在 水 平方 向 ， 在 实验 中 投入 轻浮 物 ， 其 运动 平均 速度 不 超过 1.0 cm / s( 板 插入 较 浅 时 ), 

一 般 在 0,5 cm / s 左右 ， 然 而 孤 波峰 值 处 平均 速度 约 为 10.0 cm / s， 因 此 ， 播 板 以 下 的 流 

体 流 动 平 均 速度 要 比 板 上 的 流体 流动 速度 小 一 个 数量 级 。 因 此 ， 槽 底部 的 连通 对 振动 模 

式 不 会 产生 重要 影响 。 于 是 ， 作 为 近似 分 析 ， 在 每 个 槽 中 (包括 揪 板 以 下 )， 解 的 表达 式 
仍 用 单 槽 中 的 形式 ， 如 按照 Larraza 等 在 文献 [39] 中 的 式 (10) 构造 解 ， 即 

cosh К (z+ d) 

— coshk q 


cosh 2k (z+ d) " 
+ cosh 2k 4 cos 2k yiye ‘+ ec] y; „+ Of ) (6.1) 


Oe ἴδοι 


cosk „Ж, е“ + c.c.]+ ἵψ ο, + cc] 


AP, k.=z/b,, п=1, 25 ο ΠΜ =z 之 上 的 流体 抽象 为 振 
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动 流体 ， 把 其 下 的 流体 抽象 (仅仅 是 抽象 ) 为 静止 流体 ， 则 z= z。 处 的 界面 实质 上 被 抽象 成 
上 层 流 体 的 一 个 刚性 局 域 " 底面 "， 这 个 准 局 域 底面 也 以 一 定 的 频率 或 加 速度 ea, (z, ) 振 荡 ， 
这 个 振 落 与 参数 激励 振荡 合成 ， 构 成 这 个 局 域 底面 的 总 振荡 。 于 是 ， 总 加 速度 为 
а,— а, = AD cos(Q1+ p,)— а, (20). Larraza 等 在 文献 (392 中 的 (5) 式 中 的 gë 项 应 
修 为 [g+ (a,— а) Ea 前 有 一 负 号 ， 是 因为 当 a,< 0( 向 下 ) 时 ， 正 好 与 重力 加 
速度 同 向 ，Q= 20 为 激励 频率 ，A 为 激励 幅 值 φ, HAMD. a (2,) 可 按 下 面 方法 
计算 ， 在 下 层 流 体 ( 即 —4< z< z,) 中 ， 任 取 一 薄 层 ( 厚 为 dz), 其 加 速度 为 a, (z), + 
是 有 

S p,dza (z)= dp (25. (6.2) 
AP, S = Lx b + 

在 下 层 流 体 中 ， 积 分 上 式 


p, p,(— + | p,a (z)dz (6.3) 
-d 
ΒΖ ,微分 上 式 有 : 
_ 1 dp,(z,) 
a 69757 dz, 
1 dp,(z,) (6.4) 
4 :(2, )= dz, 


由 于 质量 守 便 和 不 可 压缩 性 ， BAUER a (z,)7 — а,(2,) 6, / b) — a GC RE 
宽度 相近 的 情况 )， 于 是 上 式 为 : 
a,(2,)— s 25, P Eo) pG) 


ΠΩ (6.5) 
Eia (z) p, (2) MSIE EXE y хиена, 因此 ， 


dy (6.6) 


0 


b, 
р,(2,)= +| DE gz+ ДЫ | 
п 0 


将 式 (6.1) 代 入 式 (6.6) 可 得 
k^ cosh [2k, (z + ὦ] 
(Q) Dot 
р,(2,)= gz, + (V, ° 十 cc) 十 — + [IT cosh@k 472 G ο” 


由 文献 C39] 中 的 式 (13)，yw Sz, 0960, FEBA + d= d- |z |= h, 因此 : 


2 io 


y, | +p,G (p e + с.с.) (6.8) 


z= z 


+ cc.) (6.7) 


р' (z)7 g, 
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| | з sinh(2k, h) 


=k L————— 6.9) 
р.б, ur cosh(2k 4) ( 
于 是 ， 由 式 (6.5) 有 
2 2 1 2 iot 1 2 Ώωι . 
a G7 | ον, | — 6, |o, |+ 56,977" сс) 56,9 167 + с.с); 
n, m= 1, 2; nZ m (6.10) 
现在 把 α (т) 的 贡献 加 到 每 个 槽 的 NLS 方程 之 中 ， 便 有 以 下 的 耦合 NLS 方程 组 : 
2 
.1 ὂψ wu Ov 2 
ГИЛ By iy y,— ó e” V. 一 μα — Nly, | V, 
? LN ур" N y=0 (6.11a) 
-χΝι]ψι] Vi-5 οὔ 2ψ + "A k = . 
2 
.l ὂψ . i 0 . д у 2 
а + В+ bs бе "у; — o NIV. 
1 2 1 2,5 2 
-3NalV.| VT 5,4,0, + N, |ë, | y,-0 (6.115) 
式 中 : 
с? 8 а? — wo 2u'k T o 
α = = y = —ə PC zB 
n 20 n с? п с? 
k T QA , 
Mog Тат tanka) ο,- 8, Т, (6.12) 
А," k T k. sinh (2, h) s 
Мт o S. yd l+ Gh, d) (6.13) 
- Т + k а1- T^) 
А = а 5Т,+ 16—97°) c= EMIL LEID (6.14) 


ЕШШ ТЖЕ А ЖЕРК А NLS FEB, ЕНШ ΜΗΝ. ， 给 出 。 由 
XX (6.14) 可 知 ， 当 4d 一 定 ， 增 大 h Bi, WA SNS C4 А у, ἀπήνη, 18 ΔΑ 
强 。 这 些 都 与 前 述 实验 定性 一 致 。 式 (614) 预示 N， 与 p, 成 反比 ， 这 是 显然 的 ， 因 为 如 
果 把 下 层 流体 换 成 水 银 ， 这 实际 上 是 一 个 硬 边界 ， 就 不 可 能 有 看 合 。 宽 度 变化 对 看 合 强 
弱 的 影响 ， 应 由 式 (6.14) 及 式 (6.13) 中 的 4, ΑΒ N ст (k kè) 的 相对 变化 来 
Æ. Miles 在 文献 【41] 中 ( 见 其 中 图 4) 给 出 了 前 者 随 上 ,d 变化 的 曲线 。 当 大 d 减 小 
时 ， 前 者 急 达 衰减 ， 然 而 由 式 (6.14)， 后 者 也 随 上 ， 减 小 而 衰减 。 如 果 前 者 衰减 更 快 ， 则 
еня, RARE: 在 相反 的 情况 下 ， 帮 合 则 越 弱 。 式 (6.11) 中 的 N yy’ /2 
项 与 激励 项 有 相同 的 形式 ， 代 表 孤 子 被 另 一 孤子 所 激励 ， 激 励 强度 正比 于 孤子 少 HEE 
Υπ. Ν „| у /2 项 和 N „|у, | 业 ,项 代表 附加 的 自 相位 调制 项 和 交叉 相位 调制 
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项 。 前 者 是 孤子 自己 在 增幅 时 对 自己 的 一 种 反馈 作用 。 要 平衡 色散 展 宽 ， 不 需 太 大 的 幅 
值 ， 这 是 可 以 理解 的 ， 因 为 当 自己 幅度 大 时 ， 就 会 通过 激励 项 沙洲” 对 另 一 孤子 做 功 ， 
并 把 能 量 转移 给 孤子 少 ， 能 量 受到 损失 ， 因 而 使 自己 的 幅度 增加 受到 抑制 。 后 者 可 写成 
(М |, É 7 |o, | X], | V, 而 县 符号 与 EN, 项 相反 ， 起 到 相反 方向 的 调制 作 
用 ， 使 孤子 幅度 增 大 ， 调 制作 用 强度 正比 于 少 ， 的 幅度 平方 。 因 此 ， 式 (6.11) 中 的 最 后 两 
项 都 代表 另 一 孤子 对 自己 的 加 强 作 用 。 


6.4 RE NLS 方程 的 稳 态 解 与 耦合 孤 波 初步 理论 分 析 


对 耦合 方程 式 (6.11) 一 般 是 不 可 能 严格 解析 求解 的 ， 只 能 通过 数值 分 析 或 微 扰 分 析 ， 
才能 研究 其 演化 问题 。 限 于 篇 幅 ， 这 里 不 打算 讨论 其 演化 问题 (包括 相互 作用 在 内 )， 只 初 
步 研 究 其 稳 态 解 即 非 演化 解 。， 下 面 先 讨论 等 宽 模 情况， 再 讨论 宽度 相近 的 非 等 宽 槽 情况 ， 
这 正 是 实验 中 的 实际 情况 。 

(1) 等 宽 模 同 地 耦合 孤子 解 

在 等 宽 槽 中 ， 由 于 对 称 性 ， 双 槽 中 的 孤 波 必 有 相同 的 宽度 和 幅 值 ， 而 且 式 (6.11) 中 两 
方程 的 各 系数 对 应 相等 。 在 非 演化 情况 下 ，6 / 31 一 0， 于 是 设 


„= msech[D x]e”  (n= 1, 2) (6.15) 
将 式 (6.15) 代 人 式 (6.11)， 可 得 : 

29,— 29, = 2nn(nz 0, + 1, +) (6.16) 

. . y 
sin(p, — 2@ ,)= sin(p, — 29 | ) 一 3 (6.17) 

1 
Dj= βι-- ô coslo — 291) (6.18) 

2р} a | 

т= =" (6.19) 


显然 ， 式 (6.16) RR (6.17) 都 要 求 — ф,= 0 或 土 x， 即 两 孤子 必须 是 同 相 或 反 相 的 ， 


这 与 实验 一 致 。 其 中 取 coslo,- 2ф ,)= 一 Jó +y Zá, 以 保证 激励 幅度 增加 时 ， 孤 波 
幅度 是 增加 的 (事实 上 ， 取 “ + ”时 ， 解 是 不 稳定 的 ) 在 许多 情况 下 ， 同 地 反 相 孤子 是 
不 稳定 的 (要 分 离 ) 因此 在 这 时 上 述 解 应 是 亚 稳 态 解 . 

注意 到 孤子 幅度 与 而 合 系数 NS 无 关 。 这 是 可 以 理解 的 ， 因 这 时 完全 对 称 ， 两 个 孤 
子 对 对 方 的 作用 是 相等 的 ， 因 而 能 量 得 失 相互 抵消 了 。 事 实 上 ， 同 相 孤 子 恰好 是 双 倍 宽 
单 槽 的 (0，2) 模 孤 子 被 插 板 一 分 为 二 的 情形 ( 见 文献 “853 ). 

(2) 单 孤子 解 

在 实验 中 ， 仅 维持 一 个 术 中 的 一 个 孤子 也 是 经 常 遇 到 的 现象 ， 这 时 ， 令 式 (6.15) 中 任 
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意 一 个 л, IF, WAR: 


y. n sech D , xe ^ | 
或 
P, 
Ú = n sechD, xe | (6.20) 
y,=0 
这 时 : 
. y», 
sin(o, — 29 ,)— 57 
一 Jy + δ᾽ 
cos(p,— 2ф )= — (6.21) 
D’ = B,— ὃ cos(g , — 29) 
? 2D, - (6.22 
AT NEN T3) 622 


这 组 解 也 可 近似 地 认为 是 当 双 孤子 充分 远离 时 ， 在 各 自 邻 域 的 局 域 解 ， 后 面 还 将 详细 地 
讨论 。 

(3) 非 等 宽 构 同 地 看 合 孤 子 解 

对 于 非 等 宽 槽 ， 从 耦合 方程 式 (6.11) 求 出 一 般 同 地 耦合 孤子 解 是 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 
能 的 。 但 实验 中 ， 宽 度 相 近 时 ， 才 会 出 现 耦 合 孤子 ， 如 果 认 为 宽度 差 是 O(e) 级 ， 因 而 式 
《6.10 中 对 应 系数 也 都 相差 一 个 小 量 。 于 是 定义 : 


B,* В, B,— βι N,+ N, N,— N, 
Bo BM N=—y— AN= 
N +N N -N ó + ó 
N, = — AN = ——— ô= = 2 (6.23) 
_ N, + М, _ “ат N, _ д — ô, 
x 2 x 2 2 
于 是 可 设 如 下 微 扰 解 : 


V, [n, + n, (x)] sech [D x+ р (z)]e”' 
| (6.24) 


V, [n 7, G)] sech [D x+ D œe 
AP: AB. ΑΝ. ΔΝ. AN > ηι, n, D, D. 均 为 0O(s) 级 小 量 。 将 式 (6.24) 代入 


式 (6.11) 后 ，O(e ) 项 及 O (e) 项 分 别 给 出 : 
29,— 29,— 2n1(n— 0, + 1) (6.25) 


. y 
πο 29,)- 52 sin(p,— 2p )= z (6.26) 
| | 
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2 
Bn, — ócos(p,— 29,)n,— nD: =: 0  fm,—ócos(p,— 2p )n,— n,D,— 0 (6.27) 


2n Di — Nm ἘΝ, η} SN nd, 0 (6.28) 


{(— D'n,[A8— Aécos(o , — 29, )]+ Bn, — ón,cos(p,— 29) 


— m — 2g, D, D' jsech(D,x) {2рет + 4n, D D” — 3g, Nn, 
-nN nue DIN η, + Nn, C D [SAN me Аме Ам, |] 

e sech (D x)+ QD m, n, D" )sech(D ,x)tanh(D х) 

— (D, — D )m N,sech (D,x)tanh(D,x)- 0 (n. m= 1, 2, n# m) (6.29) 
显然 ， 式 (6.25) 要 求 两 孤子 同 相 或 反 相 ， 这 样 要 求 式 (6.26) 中 的 两 式 给 出 同一 值 ， 因 此 ， 
Ж B ЖЕ (或 有 解 条 件 ) 是 

hoh 

2 ô, 

或 者 说 比值 7, / 8,01, 2) уп, ЫМ. 398, ARRP (6.12) 
( 见 其 中 p, Ry, 的 表达 式 ) 满足 了 (非常 幸运 0， 于 是 有 : 


2 
cos(p, — 29 ,)= cos(p,— 29,)7 一 | 1— (=) (6.31) 


(6.30) 


> 


D` = β-- ócos(p,— 29.) (6.32) 
› 2р, 
„= рр (6.33) 
(N+ 58,7 yM.) 
线性 耦合 方程 组 式 (6.29) 有 解 : 
п,(х)= з„+ sisech (Dx) Р (х)= s,tanh(D,x) (6.34) 
n,(x)= q, + 4үзесһ (Р х) D ,(x)= q,tanh(D,x) (6.35) 
XR: 
Ки п, Abcos(p о — 2ф,)— n, AB _ n | AB— п, Абсоѕ(ф — 29.) 6 
07 Sose, 2] 77 osle, p.) Ë (636) 
_ det[7 |] _ det[T',] det[T ,| det[T |] 
"= dea] 2 deja] Ji^ dea] 7:7 dena] (6.37) 


方 阵 A. FET G= 1, 2, 3. ФЯ А G= 1，2，3，4) 及 列 矢量 B 分 别 是 : 
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11 Αμ 0 0 B, 

A. A. А 0 
21 22 23 24 

A- =|A, A, А, AU B=], 
31 А 4 Αμ 

B 

0 0 А в ΑἹ. 4 


3 3 
А„= А„= 6n, D; ~ ΠΝ. Αμ А, = 2n,N x ΑΞ A, = VN, 
B = 一 "m 5AN — AN DI NE 5N,- N, }ηῖοι- 2N а, 
3 3 2 2 
В,= (AN+ АМ, SAN, )ж+ (3+ ум, — N, nia, = 2N ris, 


AERE T In] 5 4E SE da 3E ^5 ERR COIT DD HR. 

(4) FERENT 

实验 中 发 现 ， 当 两 孤子 相距 较 远 时 ， 无 论 是 反 相 ， 还 是 同 相 都 能 稳定 其 间距 (之 所 以 
这 样 ， 是 因为 隆子 运动 时 ， 沿 运动 方向 由 壁 与 水 之 间 粘 性 造成 的 阻尼 所 致 。 此 外 ， 还 有 两 
端 壁 的 作用 )， 但 是 其 相位 关系 只 有 同 相 或 反 相 ， 没 有 其 它 相 位 关系 (演化 情况 除外 )， 这 
一 点 也 可 通过 斐 合 方程 式 (6.11) 得 到 解释 ， 设 两 孤子 分 别 位 于 x= x х= x 处 ， 则 解 可 
RA: 

y = n sech [D (x— х Je”! 
= n,sech [D (x— x,)]e”? (6.38) 

f y, 的 峰值 附近 ，y, 已 指数 衰减 到 很 小 ， 因 而 式 (6.11) 第 一 式 中 会 V, 的 非 线 性 项 可 以 
忽略 ， 其 结果 是 得 到 乡 , 的 准 单 孤子 近似 解 ， 其 表达 式 与 式 (6.20) ~ 式 (6.22) 完全 一 致 。 
同 理 ， 还 可 得 汪 , 的 准 单 孤子 近似 解 ; 所 不 同 的 是 式 (6.20) ~ 式 (6.22) 给 出 的 V. 
(п= 1，2) 解 是 在 另 一 个 孤子 完全 不 存在 (BR, = 0, mz n) 的 情况 下 得 到 的 。 因 此 ， 
X (6.21) 的 相位 关系 式 没有 任何 约束 (分别 满足 ， 不 是 同时 满足 )， 即 sin(o,— 29) 
Wüsin(g,— 29，,) 是 独立 的 。 事 实 上 ， 它 代表 两 种 可 能 孤子 解 的 相位 ， 而 不 是 同一 耦合 解 
的 两 个 孤子 的 相位 一 一 后 者 正 是 现在 讨论 的 情况 。 在 现在 的 情况 下 ， 两 折子 在 二 者 间 的 
区 域 有 微小 的 耦合 ， 下 面 讨 论 这 种 耦合 的 后 果 . 在 两 孤子 之 间 且 不 靠近 每 个 孤子 峰值 的 
区 域 . 


io 
2ε " io, D,a- x, X- 0" 


ους μμ τη "i.e? 2л„е "е (Ge e x) (6.39) 
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是 小 函数 ， 因 而 在 式 (6.11) 中 ， 所 有 非 线性 项 相对 线性 项 是 小 量 ， 可 以 忽略 之 。 于 是 ， 将 
上 式 代 人 式 (6.11) 可 得 : 
2β η, — 26 cos(p,— 29 ,)n, — 29, D. = 0 (6.40) 


7, 
?一 Š sin(y ,一 2ф )= 0 (into, - 20 )= =) (6.41) 


显然 ， 式 (622) 第 一 式 保证 了 式 (6.40) 能 够 满足 ( 又 一 幸运 )， 由 于 这 时 要 求 
sin(p,— 2р) 3 = 22 = sin(@,— 200) 
1 2 
同时 满足 ， 这 里 已 用 到 式 (6.12) 和 式 (6.13)， 上 式 规定 p，, 与 o, 只 能 同 相 或 反 相 ， 因 此 这 就 
解释 了 实验 中 的 现象 。 注 意 到 ， 由 式 (6.22) 所 确定 的 柱 什 及 宽度 与 式 (6.24) 中 的 幅 值 及 宽度 
并 不 相同 。 可 见 ， 在 反 相 孤 子 排 开 和 同 相 孤子 吸引 的 演化 过 程 中 ， 幅 值 及 宽度 是 演化 的 。 


6.5 小 结 


本 章 首先 介绍 了 耦合 水 槽 中 耦合 孤子 新 实验 的 装置 及 其 设计 ， 分 述 了 所 观察 到 的 耦合 
孤子 新 现象 ; 然后 建立 了 解释 看 合 孤子 的 动力 学 方程 (看 合 非 线性 Schrópdinger 方程 最 
后 ， 给 出 了 稳 态 耦合 孤子 解 ， 包 括 等 宽 槽 同 地 耦合 解 、 单 孤子 解 、 非 等 宽 树 同 地 微 扰 耦合 
解 和 异地 硬 合 近似 解 。 遗憾 的 是 ， 由 于 耦合 方程 式 (6.11) 的 复杂 性 ， 目 前 还 无 法 严格 解 本 
地 分 析 耦 合 孤子 的 演化 问题 ， 如 相互 作用 等 ; 同时， 还 需 进 行 数 值 分 析 。 对 于 上 、 下 两 层 
充 有 互 不 相 容 的 两 种 流体 的 耦合 孤子 实验 及 其 耦合 方程 的 建立 ， 作 者 已 整理 成 英文 稿 ( 现 
正在 审定 之 中 ， 发 表 后 ， 读 者 可 根据 Science Abstract 检索 到 )， 在 其 中 首次 引入 了 下 层 流 
体 的 等 效 厚 度 概 念 ， 使 理论 分 析 大 为 简化 。 总 之 ， 对 本 文 所 报道 的 新 的 实验 现象 的 理论 解 
释 以 及 对 本 文 所 建立 的 耦合 NLS 方程 作 进一步 数学 上 的 研究 ， 尚 需要 花 很 大 的 气力 。 


第 三 部 分 


光 孤 子 理 论 


"You make experiments and | make theories. Do you know 
the difference? A theory is somethings nobody believes except 
the person who made it, while an experiment is somethings every- 
body believes except the person who made it." 


一 一 A Einstein 
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光 孤 子 与 光 孤 子 通信 


在 光学 中 ， 至 少 有 四 种 情况 可 以 支持 孤 波 现象 : 其 一 是 自 感 应 透明 现象 所 支持 的 
Sine-Gordon # f; 再 就 是 二 级 非 线 性 效应 引起 的 三 波 相 互 作 用 过 程 所 支持 的 
Sine-Gordon 孤子 ;第 三 种 是 由 三 阶 非 线 性 效应 即 Kerr 效应 支持 的 自 聚 焦 空 间 孤 子 通 
道 ; 第 四 种 就 是 非 线性 介质 波导 中 ， 由 三 阶 非 线性 效应 支持 的 传输 孤子 。 后 两 种 都 属于 
NLS 孤子 。 在 这 四 个 方面 的 实验 及 理论 都 得 到 迅猛 的 发 展 ， 下 面 先 讨论 各 类 孤 波 方程 ， 
然后 再 介绍 孤子 的 基本 特性 及 通信 应 用 。 


11 自 聚 焦 空 间 孤 子 


在 非 线性 光学 中 ， 存 在 着 折射 率 随 光 强 成 比例 地 变化 的 现象 。 例 如， 具有 各 向 异性 的 
分 子 在 光 作 用 下 作 整 体 旋转 而 产生 折射 率 各 向 异性 的 光 Kerr 效应 ; 或 者 由 于 电场 而 发 生 
压力 变化 ， 引 起 密度 变化 ， 进 而 引起 折射 率 变化 的 电 致 伸缩 效应 等 。 这 些 变化 与 电场 值 二 
次 方 成 正比 ， 即 


2 
δ, 2 _ n, 2 
n= ds, + E) = n 十 п. | Е| (7.1) 
Re = (Е + є,|Е| ), Же 6,>0。 这 里 不 考虑 色散 ， 则 Maxwell 方程 为 
п 2 п 2 
vE- (7) E= (7) 488, E 


设 一 频率 为 w、 波 数 为 上 在 x 方向 传播 的 线 偏振 准 平面 波 ， 它 在 y，z 方 向 是 慢 变 的 ， 
在 x 方向 (传播 方向 ) 波 包 缓 慢 地 受到 调制 ， 即 


En ї)= lx yo zn “е 
H x 一 Ex J = εν Z =E (7.4) 
代入 式 (7.2)，O(8) 项 可 得 到 线性 色散 关系 


k’= (°y 


C 


EOE), MOE ) 项 得 到 非 线性 Schrodinger(NLS) 方 程 (其 中 已 把 x, 用 x 表示 )。 


(7.3) 


x 
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ΚΝ 
. 1 2 2 2 
EN τι 2 =0 
φ Ἔσντφτ ДЕ ) lel 9 


= —+ — 
ду д2 


XQC.5)m. Ж 一 z 方 向 均匀 ， 则 有 


(7.5) 


ф = ELE (7.6) 
即 由 非 线性 ， 发 生 了 与 lp| 正比 例 的 相位 改变 ， 结 合式 (7.3)， 有 效 波 数 为 
ka= k+ 5 y E м (7.7) 


波 数 增 大 ， 意 味 着 等 相位 面 ( 波 阵 面 ) 变 密 。 因 此 ， 对 某 一 波束 ， 由 于 中 心 lp| 大 ， 故 波 阵 面 
发 生 如 图 7.1 所 示 的 弯曲 ， 即 所 谓 自 聚 焦 “'““”。 在 一 维 情况 下 ( 即 9/ az= 0) ， 式 (7.5) 即 
为 标准 NLS 方程 ， 支 持 孤 波 解 。 但 对 于 二 维 自 聚焦 ( 即 8/ 0250, 0/0ys O) ， 求 解 是 
困难 的 ， 在 某 些 情 况 下 甚至 不 存在 一 般 解 ， 发 生 聚 焦 束 的 志 塌 “”。 自 聚焦 现象 到 1964 年 
才 被 Hercher EW “2 。 自 聚焦 完成 后 ， 光 束 还 会 在 介质 中 传播 很 长 距离 并 保持 其 直径 不 
变 ， 把 这 种 现象 称 为 光束 自 陷 (Self-trapping)，Chiao 等 人 ‘3 很 快 提 出 用 这 一 模型 来 解释 强 
光束 在 固体 中 传播 时 出 现 的 直径 仅 几 um 的 损伤 斑点 形成 的 长 丝 。 有 关 自 聚焦 的 进一步 研 
究 、 可 参考 有 关 文 献 ο, 


B7-1 ARRIE 


7.2 自 感应 透明 与 Sine— Gordon 方程 


考虑 双 能 级 原子 系统 ， 设 基态 为 所 激发 态 为 包 ， 如 果 人 射电 磁 波 的 频率 o SKE 
频率 w。= 2r (E,- E,)/h 一 致 ， 则 由 于 电磁 波 的 共振 吸收 ， 产 生 从 EE 向 互 的 跃迁 在 
多 原子 系统 中 ， 跃 迁 到 激发 态 上 的 原子 由 于 碰撞 等 而 发 生 弛 珠 ， 但 是 当 把 电磁 波 以 脉冲 形 
式 注入， 而 且 其 宽度 比 弛 殉 时 间 足 够 短 时 ， 被 脉冲 感应 的 系统 的 能 级 分 布 和 伴随 它 的 系统 
的 高 频 极 化 同人 射电 磁 波 保持 一 定 的 相位 关系 。 因 此 ， 如 果 非 常 强 的 短 脉冲 入 射 到 双 能 级 
原子 系统 中 时 ， 在 脉冲 前 面部 分 ， 由 于 电磁 波 被 吸收 ， 处 于 乌 上 的 原子 数 变 得 比 E 的 
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多 ， 形 成 粒子 数 瞬间 反 转 分 布 ， 另 一 方面 在 脉冲 的 后 面 ， 由 于 受 激 辐射 ， 再 发 射电 磁 波 ， 
因此 脉冲 能 得 以 传播 ， 把 这 种 现象 叫做 自 感应 透明 ， 是 一 种 瞬 态 相干 效应 。 
设 电 磁 波 在 x 方 向 传播 的 是 圆 偏 振 平 面 波 。 


E(x,)= E(x,t)| e“ e, + е "e, | (7.8) 
0(x)— kx— ot^ ф(х) (7.9) 
RE k= on(o) / c, ф(х), ху х, 上 的 慢 变 函 数 ， 因 而 有 : 
es < |oE| 
E| xel (7.10) 


对 o 也 同样 。 
把 式 (7.8) 代 人 Maxwell 方程 
oOE n'E 4r0P 
ox! οἱ or c^ a 
РНЕ BJ ИЛИШ. RE P XP E 的 关系 给 出 ， 便 可 得 到 E 的 方程 。P E ΚΕ 
( 设 为 六 个 ) 双 能 级 原子 的 集体 贡献 ， 由 于 每 个 原子 的 能 级 可 能 使 оу 与 人 射 波 的 о 不 严 
格 相同 ， 使 得 谱 线 在 o 附近 形成 一 定 的 宽度 。 设 谱 线 的 密度 函数 g(w 人 分 布 在 人 射 波多 的 
附近 ， 则 


(7.11) 


Р(х, = № | g(o^)p(o, x, Dda (7.12) 


式 中 : 


+ oo 
Jl g(o^)do'-— 1 o= o — o0 (7.13) 


po x, ЕВЕ РНЕ. Эрл. ρίω" x, 站 仍然 具有 式 (7.8) 一 式 (7.10) 的 形 
式 ， 并 把 户 中 与 ΕΠΙΛΗΊΠΊΒ3Ξ 90° 相位 的 部 分 分 开 ， 则 


po x, ибо) ее, + ann | + ωχ] e δε — ce, | (7.14) 


Xu уН Р А, je x，1 的 慢 变 函数 。 到 此 ， 只 要 求 给 出 u ， 对 五 的 依 
赖 关系 ( 即 响 应 ) 即 可 。 可 以 由 入 射电 场 作用 于 双 能 级 原子 时 的 量子 力学 问题 得 到 ， 即 求解 
双 能 级 原子 系统 的 Schrödinger 方程 。 在 电 侦 极 子 近 似 下 ， 忽 略 弛 瑰 效 应 ，McCall 和 
Hahn (1517 得 到 : 


ди , 

B® (7.15) 
Ov ; к? 

δι uow- (E-)ew (7.16) 
д 


Ww 
р v Eo (7.17) 
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RP, k-4np/ hi p JE AB TRÓB Αν, W 是 双 能 级 原子 的 能 量 ， 对 于 基态 W = 
一 ho / 4n, ЕЖ. W-ho/4n. | 

通常 把 v 叫 作 电 偶 极 子 的 色散 分 量 和 吸收 分 量 。 把 式 (7.8)， 式 (7.13)， 式 (7.14) 代 
入 式 (7.11)， 并 考虑 慢 变 近似 ， 则 得 : 


十 «= 
QE , пдЕ 2r wN ; 
дх ear T ex "edo 0:18) 
до 2πωΝ [ ' 
Оф 2πω , 
дх ne | ugdo (7.19) 


到 此 ， 式 (7.15) 一 式 (7.19) 可 以 描述 自 感应 透明 。 特 别 地 ， 当 六 个 双 能 级 原子 的 ov 完全 相 
同 且 o= oo 时 ，w'=0， 则 式 (7.15) 一 式 (7.16) 可 归结 为 Sine-Gordon 方程 。 根 据 式 (7.15) 
和 式 (7.18)、 式 (7.19)， 可 取 wx=0，9 =0， 这 时 式 (7.16)、 式 (7.17)、 式 (7.18) 变 成 : 


(x. 
à (5 jew (7.20) 
W 
T = »Eo, (7.21) 
дЕ ñ пдЕ _ 21 o N 
ôx εὖ n ^ (0.22) 
如 果 引 人 
Ф= :[ E(x,1^)dt" (7.23) 
则 
h 
W (x,t)= W , cos@(x,t) W = 一 τ: (7.24) 
v(x,t)= рїп (x,t) (7.25) 
利用 边界 条 件 ， 当 1 一 一 oo 时 
ho, 
W(x,— οο)- 一 dz (7.26) 
即 双 能 级 原子 全 部 处 于 基态 Ио 2007.24). (7.25) 0 
9 Ф = — y'sino (Qm 
式 中 : 
КИ ἽΝ Nah 
> у = me (7.28) 
这 就 是 Sine-Gordon 方程 。 归 一 化 后 可 写成 
@ — @ = sin @ | (7.29) 


8: 
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5х+ t 
x = 7 
3χ-- t 
{= 5 
则 式 (7.29) 化 为 
Ф -Ф =шФ (7.30) 
车 再 作 变 换 
x — Í, 
x,= + > 
+ t 
t, χι > l 
则 变 成 


关于 Sine-Gordon 方程 及 自 感应 透明 现象 的 详细 深入 研究 可 参考 文献 (12^ 16). 
7.3 三 波 相 互 作用 与 参量 过 程 


当 二 阶 非 线性 较 弱 时 ， 三 阶 非 线性 起 着 主导 作用 ， 就 可 以 支持 光纤 孤子 或 自 聚 焦 通 
道 。 但 当 不 同 的 模 共 同 存在 时 ， 二 阶 非 线性 所 支持 的 现象 成 为 重要 ， 三 波 相互 作用 的 参量 
过 程 就 是 一 例 。 参 量 过 程 也 叫 参量 或 参数 激励 过 程 。 

现 以 打 秋 千 为 例 说 明 参 量 过 程 。 当 小 孩 在 秋千 下 降 时 (一 周期 内 有 两 次 ) 下 降 自 己 的 重 
s 而 当 秋 千 上 升 时 ， 重 心 上 升 使 秋千 摆 幅 增加 ; 由 于 在 摆 一 个 周期 中 ， 上 升 下 降 重 心 各 
两 次 ， 即 小 孩 的 激励 频率 是 秋千 固有 频率 的 二 倍 时 ， 秋 千 即 可 共振 。 由 于 这 时 可 认为 秋千 
的 两 个 模 退 化 为 一 个 的 情形 ， 即 认为 秋千 的 本 征 模 是 二 重 态 兼并 的 。 对 于 两 个 独立 的 模 
式 ， 其 固有 频率 为 ol 和 w?， 则 这 时 激励 频率 应 满足 匹配 条 件 (共振 条 件 ) 

w= w+ ὦ, : (7.32) 
X BEBE aj Е fE BB), НОВЕ Е ур ВЕЕ, κ ШЧ 
程 。 电 磁 波 照射 到 二 阶 非 线性 介质 时 ， 介 质 中 的 偶 极 振 葛 也 与 此 类 似 ， 这 时 人 射电 磁 波 即 
为 激励 ， 介 质 中 有 三 种 波 的 耦合 作用 ， 频 率 分 别 为 o, op о, (0-70,Fo). frd 
的 介质 中 ， 波 数 也 必须 满足 匹配 条 件 

к= К+ k, (7.33) 
为 简单 计 ， 设 电磁 波 是 直线 偏振 ， 三 波 偏 振 方向 都 相同 ， 于 是 E，P 可 用 标量 代替 ， 
而 有 | 

E (x, D= ф(х. ne" 5^ — (ja 0, 1, 2) (7.34) 

Maxwell 方程 是 


] 4 
V'E- -z (E+ 4r P) = (7) (7.35) 
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式 中 ，P 和 PN 为 线性 极 化 矢量 和 非 线 性 极 化 矢量 ， 非 局 域 的 表象 一 般 可 写成 : 


+ о 
P(n г)= | d rdtx (к κ, t— DEM t) 
+ 


(7.36) 


Pin p- | апага" (e- κ, t— i5 r- v, t— 1") : Er. OEP, r) 


一 00 


十 oo 
十 | нага аата (e— κ, t— r5 r— w, t— as ν- ν΄ 


— 0 


t— t"^y. Εν, ORP, D EY", 1") +з 
将 式 (7.34) 代 和信 式 (7.3$) 并 作 Fourier 变换 有 


Φ 


2 
i= 0 


其 中 已 假定 式 (7.36) 中 z oc δ( δη). χι αχ 的 Fourier 变 换 ， 即 


* 


+ oo 
1 i(kx— ot) 
x(r.t)= эт | dkdoy, e ' ἕλω Ξ X 一 ko 


式 (7.38) 给 出 了 线性 色散 关系 
k'e? 
D(k, œ, )= 1+ 4xy,  ————=0 
p eo 


2 
c Ј dJ d 


(7.31) 


(7.38) 


(7.39) 


上 面 是 没有 考虑 gjx，0) 变 化 的 平面 波 近似 。 当 φι 慢 变 时 ， 将 式 (7.34) 代 入 式 (7.35) 并 利用 


色散 关系 ， 作 Fourier 变换 后 得 到 : 


09, 09, 0(0D)l^! 

91 "wa = Bro] δω, ] χι Κι - k, 9; 
дф, 99, вк [20D]. . 
et εἰ əx — ют о, де, | χι к, τε οφ 
0p, |, 00 А (ор)! . 
д1 #2 ὃ ub ro,| δω ] χι ko - 1 999, 


式 中 : 


] 


Q 2 i k'x'— ar ik" y! — mt^ 
x Gun un бүр | ак'дш'ак”д=”у k' gre "+ ev anm 
а 


一 © 


(NL) 
X =x = X = X 
DEM = 6, kk, σα k. 


(D: 和 :分 别 表 示 二 次 点 积 和 三 次 点 积 。 


(7.40) 


(7.41) 


(7.42) 
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X. koka Xk k 一 Xy kk, 
8o, 2k c Á Q,— 4n о (0x / дк) (1.43) 
"u^ Ok, 201+ Ang, )* Arw (0 / до) | 
ор) _ à 
ҮГИ) [о,р(к,, ω)] 
式 (7.40)~ 式 (7.42) 可 写成 如 下 形式 : 
дф до 
x t ?ю-ау A09: (7.44) 
дф дф ` А 
A "AC - B,9,9; (7.45) 
дф дф А 
Wet c hee 049 
显然 ， 式 (7.44) 一 式 (7.46) 有 孤 波 解 : 
Φις a tanh y(x— At) | 
ф,= æ sech y(x— Àt) (7.47) 
ф,= а,ѕесһ y(x— Àt) 
式 中 ， 各 参数 满足 
2 2 2 
a α a б — AXv — Av „— Л) 
— Жз = @ Д (р 062 = р M8 7.48 
(Уш VN (v gl н (v g2 А 7 βιβιβ, ( ) 


有 关 这 一 问题 的 详细 、 深 入 研究 可 参见 文献 C17~21，15，16)。 
7.4 光纤 中 的 NLS 方程 
1973 年 ，Hasegawa 从 计 及 非 线 性 项 的 色散 方程 


коо, |Е|)= Ко) 1+ ee) E, | + jk, (7.49) 


出 发 ， 导 出 了 NLS 方程 ， 并 在 文献 《23] 中 作 了 推广 。 其 主要 点 如 下 : 
将 k(w，|E| УЖЕ o= ¿oB E,7 0 处 展开 ， 则 


ΕΕ + jk, (7.50) 


上 式 乘 上 包 络 的 Fourier 变换 g(k, o) 后 再 作 道 变换 ， 即 得 包 络 的 演化 方程 
(99 ,94| 1 ,94 αἱ „д4 А ok 2 
it 9) 2а ο ou tiat a7 |“ q 
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2 
д 
+ ja, 2 (al q)+ ja,qd a =0 (7.51) 


其 中 ， 已 考虑 到 9 是 用 为 归 一 化 而 来 ， 因 此 E, =q E= |g| fX. k= 
0, k, =0, a, =0, a, —0 时 ， 即 为 标准 NLS Jr C7 


ее) де асо T 
ж №. 
ω-- оу o” (k— К+ до (k— ko) + + (7.53) 
出 发 还 可 得 到 男 一 与 式 (7.52) 完 全 等 价 的 方程 
а) но ем 
Е, 


上 面 方程 还 可 由 光波 导 的 径 向 模式 平均 和 准 单 色 ( 慢 变 波 包 ) 近 似 导 出 。 下 面 使 用 多 重 尺 度 
法 导出 上 面 方程 。 ΕΣΡ. 频谱 主要 分 布 在 o= wo 附近， 因此 可 假设 


D(r у= [n (ως) - 2n, (œn, (o, Er.) [βου (7.55) 
μις 
结合 Maxwell 旋 度 方程 ， 给 出 
2 
σώ: Ð- V° E= — πη (7.56) 
{ 


TAFF, ЕЛАН ИЛАН V Ex 0， 考虑 到 慢 变 波 包 近 似 ， 即 Δω/ o, = 
(о-о )/ o, ~ О() ἠν Ж, р Е-е, Εἴ» =e u(r De H D= e D Gn, де", 
其 中 о, 为 载 频 。 对 式 (7.56) 关于 (0— o ) f£ Fourier 变换 (TAAR F[ * JERR) 
因而 有 

Ya= 一 oMD(o-ow) (7.57) 
将 式 (7.55) 代 入 式 (7.57) 有 


2 


Vü--—k 


2 


2n 
ᾱ-- EF u] (7.58) 
I 


H Ек = cni / c fün,/n 都 是 的 函数 ， 把 它们 在 o 点 附近 展开 ， 再 代 回 式 
(7.58), REX (о-о) ЕЙ Fourier 变换 ， 于 是 有 


п 
Viu- — к, и+ ik k δα H (k, k; +k SET. (2) ku u+ ... 
дї п, 0 
0 


| ‚7-9 
W utr t)= R(Do(x, Ὁ, Vi= δ) / 8y e д? az, 注意 到 Y R+ k’ R= 0, k= k’ 


-β ，B 是 传播 常数 。 XF НЕ, Ж (或 PL, fi) k = 0, Bl 8= k, RAR (1.59) 并 对 


57* UT ΠΗΓΗ —183— 
每 一 项 作 径 向 模式 平均 有 


„ “2 д°ф bn Kk, 2 ; 
- [rt +k IE + 2—29 ol p+ "= 0 


до kg- 2ik k 06 — 
дх δι 1 


? ĝt 
(7.60) 


де. b= || ο τ'- p, 7v Bn 
S 5 


间 特 征 宽度 ， 作 如 下 尺度 假设 (对 于 暗 孤 子 存在 于 正常 色 区 k, > 0， 对 明 孤 波 存在 于 反 


常 色 区 Kk 0) : 
1 
р.к. о O (в) 
(7.61) 
μα 


Dok’,? 0 


上 式 分 别 等 价 于 慢 变 时 间 ~ O (g) 1 R Δω- o0 (c) 和 慢 变 空间 尺度 ~ O(e )。x， 且 第 二 
式 结合 上 的 小 幅度 约定 ， 即 式 (7.55) 中 ΠΩ / ni O(e )。 可 立即 给 出 : 


~k ,06) 


1 ZU 
Е [^ DE", | Олук, IC 0.62) 
0 0 2 
因此 作 尺 度 变换 : 
х= x 
NL 
2,2 
рок 
1 (7.63) 
т= 7 11— —x 
5e v, ) 


Е 1 n |k ^2 

=з | | ү. Uf Ὁ 
RAR (7.60), 4 OE) OG) 及 OG) 5818, A3 = ef", v = *1⁄ M, 
和 


0.10, урус 0 (7.64) 


其 中 ， 出 于 直观 ， 已 将 č, t 分 别 用 2, ї 表示 了 。 
ER (7.64) d. SR +” M (6, < 0)， 支 持 明 孤 子 ; 当 取 “一 ”时 (ko 0)， 支 持 
暗 孤 子 。 
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7.5 推广 NLS 方程 


上 面 关 于 NLS 方程 的 推导 可 以 说 是 较 不 严格 的 ，Kodama 和 Hasegawa ^ ?? 给 出 
较 严 格 的 方法 ， 所 用 方法 是 约 化 微 扰 法 (Reductive Perturbation Method)。 他 们 在 1987 年 
给 出 了 如 下 方程 : 


д4, 1,, 0 Q, 1 941 
Tag + al a igk 
24, 0 2 : д 2 4 
+à (q | 4)+ 9,4,2 |4,| = OC (7.65) 


RP, ἕ- ez те s(t 一 z/v). 其 具体 推导 过 程 ， 可 参见 文献 【23] 。 
在 文献 25] 中 ， 从 多 重 尺度 方法 出 发 ， 也 导出 了 与 式 (7.65) 相 近 的 推广 NLS 方 程 
да lg 0 1» 8. 
792 T 20 123 tlala- ich P 
+» qla- ji da= 0 06 
R (7.65). R (7.66) 中 的 符号 完全 按 原文 给 出 ， 读 者 不 难看 出 其 对 应 关系 ， 
在 饱和 光纤 中 ，NLS 中 的 非 线性 项 发 生 较 大 的 变化 ， 如 对 于 半导体 摊 杂 饱和 光 
κ, NLS PI n3 (5 27) 


. 1 1 е7" 
iq, + 54, + q Iu dm -0 (7.67) 
жЕ е mE CS 
А 1 ‚2. А . 
iq. πα, af (e|) ід. — inq f (al )— і (1412901412) (7.68) 
2 дт 
式 中 : 
2 1 QUU 
fal)» 1- — + — 
|ᾳ| E 
1 1 1 Б 1] 
glg )= —+— (— + e 
lel m "d 


1/2 
eacus) 
а= [στ 
V, п ХС k ) 


š= 1 k” коп, 1⁄2 
ο δ(σ K^) CE i) 
非 线性 饱和 光纤 中 方程 的 一 般 形式 是 (不计 高 阶 色 散 项 ) 


. 1 2 
ig, * 54, + qN(|q| )= 0 
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Να} 是 |4| 的 非 线 性 函数 ， 例 如 还 可 能 有 如 下 几 种 形式 : 
Ν(η)- 1-е" ( 见 [28] ) 
(k^ / 2)у 
1+ [no / (n? — n 


(nt 2) 
N(p)- mmt 2) 
1+ ym) σσ 


N(n)= (А, С 28,297) ) 


2 
an 


е" 


N= 1— Í + 5 
(n) " 7 


对 于 飞 孤 子 脉冲 ， 除 了 要 考虑 高 阶 色散 项 “ ”外 ， 还 要 考虑 Raman 效应 ， 如 在 文献 
(31—36) 中 给 出 的 更 一 般 形 式 是 : 
| à 
бтк) 


344 + 124-1521. (1+ 
x | uates (1— oaf 三， (一 ora |- 


де 


(7.70) 
ў “3 


po δ᾽ д? 
ΕΣ 2 22 Xe з k 


- ig fiac- r, Orad- oå x С ofla- τ΄ А (7.71) 
在 考虑 增益 色散 和 增益 饱和 的 光纤 放大 传输 过 程 中 ， 支 配方 程 是 


д4 194 
ja + 55 £ + маа 


д 


AFP. τρ 为 增益 色散 参数 ，s 为 饱和 参数 ， 为 Raman B 5 (ntrapulse stimulated 
Ramang scattering) 2, Ly 为 色散 长 度 ，x 为 光纤 损耗 系数 。 
Gagnon 和 Belanger 给 出 的 推广 NLS 方程 ， 可 以 说 是 考虑 因素 最 多 的 一 个 ， 即 


. 1 2 X 2 
lq. + ΟΝ 414] = (t, — іВ 04. + 19. + Aq, + 109+ iy, lal 


2 2 š 
2 д .1 .1 20 -s| Ια[74 
= N x, E q— )j5«Ly4* icy en 524.) j. 4 (7.72) 


+ (,— ib Xalal), G,— ibp alal’), 


+ (B+ icx | [|+ (D+ iDa, | |4124; (7.73) 


— со — 00 


考虑 的 因素 已 包括 了 材料 的 三 阶 项 、 增 益 色散 、 增 益 饱 和 和 高 阶 非 线性 效应 等 。 
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7.6 光纤 孤子 的 应 用 前 景 、 研 究 进展 及 存在 的 问题 


光纤 孤子 理论 及 其 通信 应 用 是 80 年 代 和 90 年 代 初 最 活跃 的 前 沿 领 域 重要 课题 。 在 理 
论 意义 上 ， 光 孤子 在 光纤 中 的 表现 行为 和 特性 乃 是 当今 非 线性 年 代 的 首要 论题 之 一 ， 在 应 
用 方面 ， 孤 子 在 光纤 中 无 形变 地 传输 以 及 基于 其 绝热 特性 可 实现 全 光 通 信 的 特性 使 它 成 为 
通信 的 最 优 信息 载体 。 自 从 光 孤 子 的 概念 于 1973 年 提出 ，1980 dE ECCE О” 至 
今 ， 光 孤子 通信 理论 及 实验 得 到 迅猛 、 全 面 的 发 展 。 目 前 Bell 实验 室 已 将 孤子 无 再 生地 
传输 到 14000 km ^? ，NTT 已 展示 了 一 种 将 2.5 Gb / s 的 光 孤 子 脉冲 序列 无 形变 地 传输 
到 1x 106 km 540 , Р 

光 孤 子 通信 方面 的 理论 与 实验 研究 现 已 得 到 长 足 的 发 展 ， 其 发 展 过 程 大 致 可 分 以 下 四 
个 阶段 : 

1973— 1980 年 ， 主 要 以 理论 研究 为 主 ， 以 形成 机 理 ， 传 输 可 能 性 ， 产 生 方 法 为 主要 
标志 ; 

1980— 1985 年 以 通信 应 用 为 明确 目标 ， 着 重 研究 传输 理论 、 能 量 补偿 放大 等 问题 ; 

1985— 1988 年 是 光 孤 子 通信 研究 莫 勃 发 展 、 取 得 多 方面 突破 的 年 代 ， 完 善 传输 方 
程 ， 深 入 到 影响 孤子 传输 的 各 种 因素 的 理论 分 析 。 例 如 ， 多 模 理论 (包括 双 折 射 )、 波 分 复 
用 设想 先后 被 担 出， 实验 上 也 实现 了 6 000 km 无 形变 传输 等 。 

1989 年 以 后 是 理论 与 实验 纵深 发 展 的 时 代 。 理 论 上 ， 更 加 深入 考虑 多 方 因 素 的 影 
响 ， 如 Kerr 介质 中 同 向 反 向 耦合 模 ος ΒΡΕ C02 、 波 分 复 用 C339 、 双 模 
HA 77707. qug (759 的 理论 的 提出 和 横向 效应 “各 ®779 的 广泛 研究 。 在 实验 方 
面 ， 色 散 位 移 技 术 (DSF)， 挨 饵 放大 技术 (EDFA)， 动 态 孤子 通信 技术 等 业已 成 熟 和 完 
善 ， 这 些 技术 的 突破 ， 使 孤子 传输 无 再 生 距离 达到 14 000 km， 码 率 达 2.5 Gb/s, 
实现 了 1х 10 km 超 长 距离 传输 “? ， 这 一 实验 通过 每 隔 510 km 加 一 LiNbO, 调制 器 对 
孤子 脉冲 进行 再 生 ， 突 破 了 Gordon-Haus 极限 579 ( 码 率 距 离 乘积 <(3x 10 Gb / s. 
km )， 实 现 了 10 Gb/ s， 距 离 为 1x 10" km 的 孤子 传输 ‘“"””? 和 双 通 道光 孤子 传输 09 ， 
建立 了 直通 式 孤子 光 通 信和 系统“ 。 表 7-1 给 出 了 实验 系统 一 览 表 . 

光 孤 子 必 将 是 未 米 光 通讯 的 优良 信息 载体 ( 它 或 许 是 以 光电 为 媒介 的 通信 的 极限 ) 由 
于 理论 及 实验 方面 的 卓越 成 就 ，1989 年 ，Bel 实验 室 计 划 用 八 年 时 间 将 光 孤 子 通信 投入 
实用 。 光 孤子 这 样 的 传输 距离 完全 可 以 代替 通讯 卫星 的 许多 功能 ， 因 此 ， 西 德 专家 Grall 
等 人 甚至 预言 : 20 年 后 ， 天 上 不 再 有 通讯 卫星 。 孤 子 通信 之 所 以 有 如 此 巨大 的 潜力 ， 是 
因为 它 有 如 下 几 方 面 的 特性 : 

а) 高 容量 。 

码 率 可 达 100 GHz 以 上 (普通 光纤 通信 极限 为 10 GHz). 

(2) FRESK. 

可 实现 50— 100 km 无 放大 传输 ， 两 中 继 ( 用 于 再 生 ) 之 间 可 设 若干 级 放大 ， 因 此 再 生 
距离 至 少 在 500 km 以 上 。 事 实 上 ，Bell 实验 室 的 无 再 生 距 离 是 1.4x 101 km. 

(3) 放大 设施 极其 简单 。 

利用 光阴 子 的 绝热 特性 ， 即 当 传 输 系统 存在 损耗 时 ， 孤 子 峰 值 减 小 、 变 宽 ， 但 其 面积 


£LCVFL—3A “51511 JO 
8,8(166D Lc 191 ποπ59| 
68Z1(166D¿Z 191 ποη5911 
t991(166D £z nəTuonsəq 


—187— 


ε.α πα 
aas vas [or [arosc[wen su | s | mus | παπι 
sa | vam [s [areas 加 
sa | vaga [а αι aq so 四 


T τπτ τπτ он | mean 
ГА oz 
Sp 
0c 


οἱ oo 
"NM 
ΚΝ 


ost 

Z6S1(0661)9z 191 wona - "T [0661 
της ssa анаа о areoso o а [is | της [энни wal 
Ice (0661092 no uonəolq ч$а | ос | ат-он osi [oc~oe| p [шәнзту| nosqoYN |066i 
vad 0640 Als оп | ος | cer | таша | neusiew ml (0661 


t001(6861)sc NIT ποΠ2913 
OLCI(T66 D LC NIT u01)29|3 
88114 16,2009 

$69(166D Lc Tuonos 
ςςοζ (166DLc ne quonoopg 
841 41661). ho Tuonosq 
εοζ! (066U05133T3d0 
ISL `(6&86)PT119T3dO 
SL9 `(8861)Е1 1191140 
6cc (S861)01 191 140 

S601 086) p ΠΟΤΑ fua | 


E 
cl [q'1I-84Qq-SO| 0001 6] 01 LIN pasea A [1661 
q1-O3- IN, 0006 Οἵ ζχζ |199 191У| VossIOVN [1661 
ος | ат-оя-ти | 000FT LT ST [ια LYLY oneualloW 511661 
ЕЕ 0L | TT-Ə4-TNW E ST 
ST 
Lr 
Li 


m 
pI 
op 


第 7 章 ， 光 孤子 与 光 孤 子 通信 


РС 


< 
ш 
а 
m 


Weg гу | TonguatloJ 了 T| 1661 
узая [os| 52o-m | 90001 


9 [38 LYLY (13neualloWN 47 |0661 
0$ Do 一 TI 从 0009 


Vo 


qvi um 
[98 LYLY [0e OW 471 |6861 
-二 一 一 
55| DDIN 000b 8861 
415 22-ти 01 [98 LIV 
4IS L| OO-IN Lo [94 LYLY |13neualloW 3710861 
(sd) 6/40) 
HK LR Au (unpz | (uxT Ба рл #1816 55 
жж ж 


[194 LYLY |19ΠΕΠΘΙΟΡ 47] 
JənguƏj|OJN 1] $861 
νι Ες 1-0% 


—188— 第 三 部 分 ЖИТА 


保持 不 变 。 得 到 增益 时 ， 在 峰值 增加 的 同时 ， 孤 子 宽度 自动 变 罕 ， 即 能 实现 自动 整形 。 因 
此 ， 只 要 通过 简单 的 受 激 Raman 放大 或 其 它 方式 的 光 放 大 对 孤子 能 量 进行 补充 ， 孤 子 就 
能 得 到 放大 并 自动 复原 ( 即 恢 复原 形 )， 这 样 就 免 去 了 普通 光纤 通信 中 继 站 的 复杂 再 生 过 程 
一 一 对 脉 码 光电 转换 、 重 新 整形 、 放 大 、 检 查 误 码 、 电 光 转 换 和 再 重新 发 送 。 

(4) 误 码 率 低 及 抗 噪 能 力 强 。 

上 面 已 经 看 到 ， 光 纤 孤 子 理论 与 实验 发 展 已 经 非常 成 熟 ， 但 是 理论 研究 在 许多 方面 仍 
然 很 不 深入 。 例 如 ， 在 下 述 各 方面 还 需要 作 深 入 研究 ， 即 孤子 的 碰撞 ; 裂变 及 散射 ; 半 导 
体 摊 杂 光纤 及 各 种 饱和 光纤 中 的 孤子 传输 问题 二 阶 孤子 、 二 阶 与 一 阶 混合 孤子 以 及 一 阶 
反 相 混合 孤子 序列 的 相互 作用 ; 光 孤 子 的 边界 反射 及 透射 ; 暗 孤 子 序列 的 相互 作用 ; AUF 
开关 过 程 ; 边 值 问题 ; 孤子 的 等 价 粒子 理论 ; 小 振幅 明 、 暗 孤子 ; 自 变 陡 效 应 及 Raman 
效应 的 影响 与 作用 ; 各 类 耦合 NLS 方程 的 求解 及 其 等 价 粒子 理论 ; 双 折 射 光 纤 中 的 孤子 
耦合 问题 ， 横 向 效应 等 等 。 在 后 几 章 ， 将 重点 介绍 作者 在 这 方面 的 工作 . 对 于 前 人 业已 成 
熟 的 理论 ， 本 书 只 作 了 适当 简短 的 引用 ， 关 于 其 详细 内 容 ， 因 篇 幅 限 制 ， 本 书 不 宜 过 多 地 
介绍 ， 读 者 自己 可 参考 后 面 给 出 的 文献 或 有 关 著作 ， 例 如 ， 有 关 光 孤子 序列 相互 作用 及 其 
通信 应 用 ， 可 参考 后 面 文献 [96~ 126 等 ϑ; 有 关 饱 和 非 线 性 光纤 中 孤子 的 传输 及 相互 作 
用 等 问题 ， 可 参考 文献 【127~ 131 等 ); 有 关 高 阶 效 应 对 光 孤 子 的 作用 ， 包括 对 小 幅 孤 子 
的 作用 ， 可 参考 文献 【132~ 145 等 ); 关于 孤子 反射 和 等 价 粒子 等 问题 ， 可 参考 文献 
(146—154 35); 有 关 光 孤子 的 耦合 传输 与 相互 作用 等 方面 可 参考 文献 135 一 166 ж). 


7.7 各 阶 光 孤 子 的 演化 特性 


前 面 已 经 看 到 ， 光 孤子 为 实现 远 距离 超大 容量 通信 开辟 了 -条 新 途径 ， 实 现 孤 子 通 信 
的 主要 问题 有 : 基态 孤子 光源 ， 现 在 已 研究 制 出 各 种 孤子 源 ， 如 文献 (39, 78—84) 中 的 
报道 。 其 次 是 能 重 补偿 ，Raman 放大 是 一 种 行 之 有 效 的 补偿 方法 (85~sD ， 此 外 ， 人 们 也 
要 探讨 掺 耳光 放大 器 ” 。 第 三 是 孤子 间 的 相互 作用 对 传输 的 影响 ， 文 献 (95~ 99) 
对 二 孤子 的 相互 作用 进行 了 数值 分 析 和 解析 分 析 ， 我 国学 者 杨 祥 林 教授 等 "lo~102 。 系 统 
地 研究 了 一 阶 孤 子 序列 的 相互 作用 ， 包 括 损耗 、 高 阶 色 散 、 咽 嗽 ，Raman 效应 对 传输 的 
影响 进行 了 广泛 的 研究 ; ХИ ЕЕ. ШИШЕ. WE SE. REBRE ИШ 
黄 念 宁 教 授 等 在 孤子 光源 、 光 放大 器 、 孤 子 激光 器 、 孤 子 开关 等 分 单元 技术 方面 和 孤子 理 
论 研究 方面 做 了 大 量 有 益 的 工作 “” 19-00 。 下 面 将 简要 介绍 各 阶 孤 子 的 各 种 传输 及 演 
化 特性 ， 

在 反常 色散 区 如 < 0， 经 过 适当 的 归 一 化 变换 ，NLS 方程 可 写 为 


д4 19°4 2 


ТЕ 1972 5E, Zakharov 和 Shabat Н °!” ， 若 |9| {Е|х|> оо 时 急剧 减 小 ， 则 式 (7.74) 可 


用 闻 散 射 方法 求解 ， 这 个 问题 在 第 三 章 中 已 作 介绍 。 日 本 著名 学 者 Satsuma ë О” 用 
逆 散 方法 研究 了 式 (7.74) 的 初 值 间 题 ， 即 设 初始 条 件 
q(t, ¿= 0)= Asech(:) (7.75) 
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当 A= 为 整数 时 ， 则 其 解 具有 优美 的 形式 ， 


二 1 时 : 
g(t, ἔ)-- sech(r)e ^ (7.76) 
称 为 基本 孤子 (fundamental soliton), &R|g(r. E 是 永 形 的 ， 
MN- 2 时 : 


10/2 


гу AlcoshGz)-- Зе“ cosh(1)]e 
IE O= osh) Асозһ(2г)-+ 3cos(42) 
BOSE. Zilga O| ΒΒ ἕ 是 周期 变化 的 。 
对 于 N= 3， 其 表达 式 更 为 复杂 、 但 |q(t:，¢)| 仍 是 周期 变化 ， 称 为 三 阶 孤子 . 
无 论 是 二 阶 ， 还 是 三 阶 孤 子 ， 其 变化 周期 都 是 = r / 2， 对 应 到 归 一 化 前 的 实验 室 
坐标 系 , -周期 是 


(7.77) 


2 


(OR _ τΤ x T° E | TT pwm 
AT 1 T т Л 1°, к”, | (7.78) 
(2 до ) 
式 中 ，T= гт Т Z 1 76(Τ. BI FWHM 是 孤子 的 3 dB SERE). 
基本 孤子 峰值 光 强 和 峰值 功率 为 : 
ra A SC _ дп e| ^, | 
1 lón 2, n, απ΄ T’ 
P = MM = MF. j| (7.79) 
УТ YT. 
式 中 : 
_ 1220 
ΠΝ | F(x,y)| П meme T 
Αα 
ΝΗ ΤᾺ | FGx,y)| dxdy 
”是 非 线性 系数 ，4， 是 有 效 纤 芯 截面， 孤子 面积 4 X 
А = 1f lzldr | (7.80) 


E7- 25] 7— 348: T —.. -. —BPELT-HRÁLXSE К 48. 

M 4 不 为 整数 ， 即 A= N+ a(|a|< 1/2) 时 ， 式 (7.74) 的 解 包括 孤子 部 分 和 非 孤 子 
WA. {нщ део 时 ， 解 有 渐 近 结构 ， 并 趋向 孤子 解 ， 非 孤子 部 分 很 小 ， 所 占 能 量 比例 
Ra Z (V+ x). 以 淮 一 阶 孤 子 为 例 说 明之 


δν 


AW 


0.25 0.50 . 0. 75 
---Γπεπ d 


图 ”一 阶 、 二 阶 、 三 阶 孤 子 演化 对 照 图 7-3 三 阶 孤子 演化 全 魏 
(1+ а)ѕесһ(т, 0) - (1+ 2a)sech[(14- 2a)c]e * 22) 6/2 
左边 能 量 为 X1+ а), EAH 20922) -ΚΗΕ1α᾽. 这 个 渐 近 过 程 是 这 样 ， 波 幅 先 随 
6 增 大 ， 即 从 (1+o) 开 始 增加 (这 时 孤 波 宽 为 1，3 dB 宽 为 1.76)， 超 过 (1+2o) 后 继续 增加 ， 
几乎 达到 (1+2o)+[ (1+20)—(1+а) ]/ 2 后 再 减少 。 这 样 周期 振 葛 地 趋 近 稳定 值 (1+2x)。 对 于 
任意 4= №. ΜΠΑΧ N Лр > Ж ЯК σα ЖЕШ”. RECORD BEES TOR 
期 性 变化 的 ， 这 个 单 孤 波 具 有 形式 : | 


` Qj- Dsech[Qj- 1γε]675 (= L 2, <, N) (7.81) 
XN B RE у У 20j— 1)= 2N2 与 初始 注入 能 量 相同 。 当 az O PF, N> 1 时 的 解 也 可 认 
je] 


为 仍 可 分 解 为 上 述 形式 的 N ΥΠ NU. ΗΕ ΥΠ Е ERROS DORER 


定 的 ， 而 是 在 下 述 式 (7.82) 中 的 稳定 值 [(y 一 1)+ 2x] 附 近 周 期 振荡 地 趋 近 各 自 稳定 值 
(C (2;—1)+2o2 


[Qj— 1)+ 2«]sech[(Qj— D+ 2а) је * 9 (= 1, 2, es N) . (7.82) 
ZR AEEA У [2(2/— 1)+ 2α]- 2N + 4Na， 与 初始 注入 能 量 N+ a) = 2N? + 4Να 
j-21 
+ 2x 相差 n^. {Επ TEE НЕ. 207 / 2(N+ a. 
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7.8 光纤 损耗 与 孤子 绝热 特性 
在 NLS 方程 加 入 高 阶 色 散 及 损耗 一 增益 项 时 ，NLS 方程 变 成 


8r. 过 га? 28 + alg- — ing нё-4 (7.83) 
Xm. T o= (у— g), prm g 1К ZG е. y 的 量 级 估计 如 下 ， 对 
于 1 ps 宽 ， 光 场 14”V/m 的 光 脉 冲 ， 损 耗 约 为 0.2 dB / km， 换算 成 ?s 3x 10 2, 
ш ГЕ 1 且 百 = 0 时 ， 把 本 项 看 成 是 微 扰 项 ， 则 由 微 扰 法 “"” (还 可 由 等 价 粒子 方 
法 ， 见 第 二 部 分 文献 C74) ) 


q(t; ¿)= Вѕесһ(Вт)е“ (7.84) 

B= Ве?“ (7.85) 
2 

0= d ΓΗ (7.86) 


由 前 面 式 (7.79) 关 于 孤子 面积 的 定义 ， 则 


A mI | sech(Brjd(Br)= 1 | (7.87) 


一 名 


即 无 论 有 无 损耗 或 增益 ， 面 积 是 守恒 的 。 是 因为 Do 0( 损耗 ) 时 ， 波 的 宽度 指数 增加 ， 
虽然 幅 值 减 小 ， 其 乘积 是 一 定 的 ， 相 反 ， 当 厂 < 0( 增益 ) 时 ， 幅 值 增加 的 同时 ， 孤 子 宽 
度 变 窑 而 可 以 复原 ， 这 一 特性 才 是 孤子 通信 区 别 于 一 般 光 通信 的 关键 所 在 . 


7.9 一 阶 孤子 对 的 相互 作用 与 通信 码 率 


码 率 是 通信 系统 设计 的 一 个 关键 问题 。 光 纤 孤 子 通 信 中 ， 由 于 孤子 之 间 存 在 相互 作用 
( 见 文献 C81. 95, 96, 98, 99, 112, 113, 148, 167—17D )， 因 此 码 率 必然 受到 限 
制 ， 相 邻 码 或 脉冲 之 间 的 时 间 间 隔 Ts 决定 了 一 个 通信 系统 的 比特 率 В(В=1/ Т), БТ 
应 该 明确 在 多 远 时 才 几 乎 无 相互 作用 。 东 缚 一 个 单个 孤子 的 同一 非 线性 也 在 相 邻 孤子 之 间 
建立 一 个 孤子 互 作用 力 ，Gordon ”基于 逆 散射 理论 给 出 了 两 个 一 阶 孤 子 间 的 相互 作用 
JVASKOBESACKOEBEIR SE), 对 式 (7.74) 所 支配 的 一 阶 扳 子 可 写成 如 下 的 归 一 化 形式 : 


4(0, т)= sech(z— т„)+ rsech[r(z + г,)1е° 
式 中 ,+ 是 相对 振幅 ，20 是 相对 相位 差 。 当 rs 1 Н то 1, Gordon 给 出 的 公式 是 >. 
д°т, 
ec? 
28 -- 46 = 2t, 
ag? 


= — 4e ^ ^^ cos(20) 


sin(20) 
初始 间隔 ru 与 比特 率 的 关系 为 
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340= 0, r= 1]. XT t» 1 的 情况 有 


exp[2G ,(2)— z, (0))]= 21+ соѕ(4ёе ` ο΄ 
RCE WAEREA Ж 3 


Ж +. 
=e’ 
6,7 5 


微 扰 理论 也 得 到 了 相同 的 结果 。 对 任意 值 +,(0)， 一 个 有 效 的 更 精确 的 表达 式 是 “”” 
zsinh[2t, (0)]cosh[z, (0)] 
” 2: (O+ sinh[2:,(0)] 


对 ro(O)> 3. ¿ 的 第 一 个 方程 是 相当 精确 的 ， 数 值 解 也 有 此 结果 。 

图 7-4 给 出 了 ro(0)=3.5、0=0 和 r=1 时 孤子 对 被 周期 性 离合 的 演化 情形 CD . 
从 整个 系统 来 看 ， 不 希望 发 生 相 邻 孤子 间 周 期 性 离合 。 一 种 避免 互相 作用 的 方法 是 增加 
2.1800 8105, Mz > Lo Ж, L, ERRER z = z exp[r,(0)] E 8 8 ΒΒ 
离 ，z。 是 孤子 周期 并 由 式 (7.78) 给 出 。 因 为 对 ro(0)= 10, z / 203 22 000， 这 样 的 间距 
对 大 多 数 通信 系统 来 讲 是 足够 大 的 。 这 样 ， 比 特 率 就 受到 上 面 关 系 式 的 限制 ， 但 是 如 果 
我 们 用 脉 宽 为 2 ps 的 孤子 进行 数据 传输 ， 仍 能 达到 45 Gb / s。 有 几 种 方法 可 以 使 孤子 间 
距 大 大 减 小 。 已 经 知道 孤子 间 产 生 的 吸引 力 对 相对 相位 9 和 相对 振幅 r 很 敏感 ， 实 际 上 ， 
3$ 05 0 时 虽然 一 开始 时 是 吸引 的 ， 但 最 终 将 变 成 排斥 力 ， 以 致 于 尽管 对 相对 很 小 的 ϐ 
值 ， 孤 子 最 终 还 是 分 离开 的 。 


图 7-4 孤子 对 沿 光纤 的 演化 (由 于 相互 作用 其 表现 为 周期 性 离合 ) 
参数 是 N=1, 0=0, r=1 ит, (0)= 3.557 
图 7-5 给 出 了 用 9= π/ 4 代替 9=0 时 的 变化 情况 ， 其 他 条 件 同 图 7-4。 对 9= тї 
极端 情况 ， 孤 子 间隔 *o (5 遵守 由 前 面 将 余弦 函数 换 成 双 曲 余弦 函数 所 得 到 的 关系 式 ， 
如 时 孤子 对 具有 相同 的 相位 (0=0)， 但 振幅 不 同 ， 互 作用 仍 是 周期 性 的 但 离合 消 
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失 “0 。 即 使 对 上 = 1.1， 如 果 go> 4， 在 每 个 周期 内 间隔 改变 不 超过 10%。 很 显然 ， 这 
种 技术 对 增加 比特 率 和 传输 容量 是 很 有 用 的 。 许 多 别 的 因素 ， 如 初始 啊 喇 “1642 、 高 
阶 色散 CT 和 高 阶 非 线 性 效应 “8072 也 会 改变 孤子 互相 作用 。 另 一 个 必须 考虑 的 因素 
是 损耗 和 周期 性 放大 对 孤子 互 作 用 的 影响 。 现 在 已 经 发 现 ， 当 相 邻 孤子 以 不 同 的 振幅 入 
射 时 ， 可 达到 稳定 的 传输 12 。 . 


0 
Їн] τ 


1-5 孤子 对 的 演化 ( 除 96=x/4 外 其 他 条 件 与 图 7.4 一 样 ， 所 以 这 两 个 孤子 在 
& =0 处 是 不 同 相 的 ( 见 文献 С170) ). 


7.10 一 阶 孤子 序列 的 相互 作用 


杨 祥 林 教 授 等 “25 数值 模拟 了 一 阶 孤 子 序列 的 相互 作用 ， 得 出 如 下 结论 (00. 

(D 二 等 幅 孤 子 相互 作用 时 ， 有 周期 地 靠近 而 又 分 开 的 现象 ， 周 期 由 初始 间距 A 决定 ， 
这 与 解析 结果 一 致 。 三 等 由 孤子 相互 作用 时 ， 中 心 孤 子 幅 值 逐渐 减 小 ， 但 位 置 不 变 ， 两 边 孤 
子 幅 值 增 大 并 向 中 心 孤子 靠近 ， 达 到 最 大 相互 作用 后 ， 反 相 的 过 程 又 发 生 了 ， 最 后 回复 原状 
态 完成 一 个 周期 ， 

(0) 在 非 等 幅 注 入 的 情况 下 ， 可 减弱 相互 作用 强度 ， 推 迟 达 到 最 大 相互 作用 状态 。 若 
相 邻 孤子 间距 愈 小 ， 要 消除 相互 作用 所 需要 的 幅 值 差 傅 大， 

(3) 损耗 对 二 孤子 和 多 孤子 的 相互 作用 有 相同 的 影响 ， 都 使 波形 恶化 ， 造 成 不 可 恢复 
性 畸变 ， 且 损耗 增 大 时 ， 非 等 幅 孤子 的 无 相互 作用 距离 缩短 。 | 

(4) 三 阶 色散 虽 能 使 二 孤子 相互 作用 基本 消失 O9 ; 但 对 三 孤子 相互 作用 ， 非 但 不 能 
改善 ， 反 而 大 大 增强 了 相互 作用 强度 ， 对 非 等 幅 注 入 序列 还 有 破坏 作用 ， 尽 管 无 三 阶 色 散 
时 ， 非 等 幅 注 人 可 消除 孤子 间 的 相互 作用 。 | 

图 7-6 给 出 了 无 损耗 三 等 幅 孤 子 的 相互 作用 过 程 ， 图 7-7 m h T EHE SEA RT 
子 的 演化 ， 图 7-8 及 图 7—9 是 高 阶 色散 对 二 孤子 及 三 孤子 传输 的 影响 ， 
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“ἘΞ \ 40 к= 
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图 7-6 аналнз коя 图 7-7 ЗЕНА, ШШШ! OR 
1.25, A=7.0, Г = 0.007 3 1.25, А=7.0, Г = 0.007 3 


图 7-9 = BECH —0.051yx] АЕ 


用 , A-74. 


— 
—-8 Т 
= еН = 0.051) SBT T fE 
(7.88) 


111 ЛАН 


817-8 
用 , Δ-70, 
孤子 形成 原因 是 色散 扩展 (在 非常 色散 区 ) 与 非 线性 压缩 相互 平衡 (对 应 一 阶 孤子 ) 或 周 
期 动态 平衡 (对 应 高 阶 孤 子 ) 的 结果 ， 下 面 要 说 明 其 具体 过 程 。 色 散 具 有 展 宽 作用 ， 对 于 线 
(7.89) 


性 色散 媒质 

-0g  l,, ^q _ 

ЕР 2 0972 = 0 
用 Fourier 变换 法 求解 式 (7.88) 初 值 问题 ， 则 容易 得 到 

4e ona |. F[A(Q, n]e ο” do 
AF, Е[4(0, N] 代表 40, г) 的 Fourier 变换 ， 即 
F[A(0, D= | 4e ος” (7.90) 

AQ, Doe Σ΄ (7.91) 


以 Gauss 准 孤 子 脉冲 注 人 为 例 ( 注 孤子 条 件 见 C102] ) BB 


代 人 式 (7.89) 可 得 
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2 1/2 T 
A(z, t)— (> 一 7 ) eT 
— ik Z 、 
上 式 进 一 步 化 为 : 


AG. pe 一 一 ee (7.92) 
ΠΝ 
sgn(k" yz / Lj) [7 


> τ} garctan| звп(" 2 | (7.93) 
?| 1+ ZL.) | D 


L ке o | 
RP, Ly 为 色散 长 度 。 | 
x (7.92) 的 物理 意义 是 ， 无 论 在 反常 还 是 正常 色散 区 随 着 传输 距离 = 增 大 ， 色 散 都 将 
SERORA, HEMI HN EERE ERM. MR ARREA kE 
成 一 种 分 布 “”。 例如， 火车 “迎面 而 来 后 背道而驰 ”时 所 发 生 的 频率 变化 就 是 这 样 的 。 
如 果 火 车 正在 这 个 时 节 发 出 一 个 短 鸣 ， 对 听 者 来 说 ， 可 看 作 是 一 个 脉冲 ， 这 脉冲 前 沿 频 
率 被 压 “ 密 ”， 后 沿 的 频率 被 拉 “ 朴 ”， 沿 脉冲 形成 了 一 种 频率 ( 相对 中 心 频率 而 言 即 为 
BUE ) 分 布 。 由 式 (7.93) 可 计算 相对 中 心 频率 的 频 移 
/L 


do 2/ Lp 
Δως- — Ё = sgn (k" )————-—À——. « -L. 7.94) 
ἂν BONS AX (Z/L,) σ᾽ ( 


φ( 1)= 一 


-1 


B πμ BU 288 ΒῈ H 
2/ L, 
1+ (zy Ly) e 


来 标志 。 在 上 表象 中 ， 脉 冲 前 沿 及 后 沿 分 别 在 波形 图 的 左边 (0< 站 及 右边 G> 0), 5# 7 
表象 中 的 情况 正好 相反 。 

对 于 k” < 0 的 反常 区 ， 在 前 沿 ( < 0), Лор 0， 在 后 沿 (> 0), Δως 0。 于 是 ， 
在 k” < θ(άν, / deo 0) 的 区 域 ， v, ВЯ w 增加 而 增加 ， 因 此 ， 前 洛 Av > 0, Ei Ау, 
< 0， 故 脉冲 被 “ 拉 开 ”( 展 宽 ). 

fEk", >0 的 正常 区 ， 前 沿 Aw<0， 后 沿 ^o0, 但 这 时 Av, 随 о 增加 而 减 小 
(dv, / do< 0)， 故 脉冲 仍然 展 宽 . 

对 于 暗 ( 灰 ) 脉 冲 ， 设 

- 1/20? 


АХО, = a— e (а> 1) (7.96) 


C(t)= 220 == sgn(k. | 


(7.95) 


则 同 理 可 得 
A(z, ty» a— A(z, t) (7.97) 
AC. DB (7.92) 给 出 。 到 此 我 们 已 看 到 了 色散 对 脉冲 的 展 宽 作 用 。 
上 面 分 析 了 色散 对 脉冲 展 宽 的 一 面 ， 下 面 再 来 分 析 非 线性 对 脉冲 的 展 宽 与 压缩 作 
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用 。 由 于 折射 率 n— n + n, EU. 中 非 线性 项 ， 在 z 点 产生 附加 相 移 


Ag(t. z)= kn,zCE (0) (7.98) 
与 此 对 应 的 频 移 是 
_ Δρ. _ CEP 
Ao- 一 —a = Κπ,Ζ ar (7.99) 
TERRE 
Са, z)- — in, OD (7.100) 
t 


由 于 v, do/dk, Wit k”, 与 v, FR: 


"ol d 1 = = f 
к”, G ) X | . σοῦ 
因此 ， 对 于 钟 形 包 络 注入 ， 在 脉冲 顶部 ( 中 央 CG, 2)» 0。 在 脉冲 两 侧 (底部 CE 2) 
< 0. 在 脉冲 顶部 附近 σι, 2)» 0 代表 Ao dB koh (也 就 是 随时 间 ) 是 增加 的 。 在 反常 色 
散 区 (k",« 0, ἀν / do» 0), Av, 沿 脉冲 增加 ， 因 此 顶部 左 侧 (1: < 0) v, 小 ， 顶 部 右 
М (с> 0)», 大 。 即 脉冲 项 部 是 前 慢 后 快 ， 被 压缩; 而 其 底部 是 前 快 后 慢 ， 被 展 宽 ; 结果 
波形 变 尖 成 为 明 钟 形 孤 波 ( 通常 所 说 的 明 孤 波 )。 这 里 已 认为 n, 的 驰 隔 时 间 极 短 (相对 脉 
冲 宽度 )， 但 在 正常 区 (dv, / do 0)， 这 时 C(1，z)> 0 代表 An ， 沿 脉冲 减 小 ， 因 此 ， 脉 
冲 中 部 是 前 快 后 慢 ， 而 其 底部 是 前 慢 后 快 ， 使 脉冲 顶部 变 平 ， 前 沿 、 后 沿 变 陡 ， 逐 渐 展 
宽 形成 明 “ 方 波 ”。 

对 于 灰 脉 冲 ( 或 暗 脉冲 ) 注 和 信 ， 脉 冲 中 部 8” <E > / 91 > 0， 即 CL)< 0。 对 于 反常 
区 ， 中 部 的 Av, 沿 脉冲 是 减 小 的 ， 即 前 快 后 慢 ， 两 侧 是 前 慢 后 快 ， 这 时 脉冲 也 会 逐渐 展 宽 
形成 灰 ( 暗 下方 波 "。 但 在 正常 区 ， 中 部 的 Av, 脉冲 是 前 慢 后 快 ， 两 侧 是 前 快 后 慢 ， 则 中 
部 被 压缩 形成 灰 ( 暗 ) 钟 形 尖 波 (通常 称 为 暗 孤 波 或 灰 孤 波 )， 当 上 述 非 线性 压缩 与 前 面色 散 
展 宽 相 平衡 时 ， 就 形成 一 阶 明 、 暗 孤子 ; 当 非 线性 压缩 强 于 色散 展 宽 时 ， 形 成 高 阶 孤 子 。 
脉冲 非 线性 对 自身 相位 这 样 的 调制 作用 称 为 自 相 位 调制 。 


7.12 光 孤 子 通信 设计 问题 


孤子 通信 系统 具有 很 大 的 发 展 前 景 。 如 果 利 用 一 个 合适 的 孤子 放大 方案 来 补偿 光纤 
的 损耗 ， 可 以 获得 近 100 Gb/s EIRA 1000 km 长 度 的 数据 传输 。 目前， 看 来 最 有 和 希 


望 是 如 图 7 一 10 所 示 的 喇 曼 增益 方案 “”。 在 图 中 ， 孤 子 发 射 到 由 许多 段 长 度 为 工 的 光 
纤 构成 的 光纤 网 络 节 中 ， 在 每 一 段 的 终端 泵 浦 激光 器 通过 与 波长 有 关 的 定向 耦合 器 双向 
注入 连续 光 。 

数据 传输 一 般 是 在 接近 光纤 最 小 损耗 波长 (As: 1.56 p m) 附近 进行 ， 在 每 个 周期 间隔 
长 度 工 处 ， 将 工作 在 1.46 um 附近 的 守 浦 激光 器 发 出 的 连续 光 通 过 与 波长 有 关 的 定向 克 
合 器 双向 注 和 光纤。 系统 中 重要 参数 是 : KERB KEET ，，、 放 大 周期 工 以 及 
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总 跨度 上 。 工 ,决定 于 在 孤子 传输 没有 变 得 不 稳定 之 前 用 到 的 放大 级 个 数 。 下 面 讨论 决 
定 这 些 系 统 参数 的 重要 设计 问题 。 


A71. 5671. 59 um 


| A,2x1. 46—- 1. 48 um 


- EF | - 上 — ri 4 上 - 
) κ J) À 


f 图 7-10 孤子 光 通信 系统 示意 图 
首先 考虑 的 是 ， 在 喇 曼 放大 方案 中 是 否 存 在 着 一 个 对 系统 性 能 的 根本 限制 。 相 干 放大 
总 是 伴随 自发 辐射 噪声 ， 这 种 噪声 可 导致 探测 器 上 脉冲 到 达 时 间 的 抖动 。 这 种 抖动 的 物理 
机 制 是 由 于 每 个 放大 级 的 载 频 很 小 的 随机 移动 引起 的 群 速度 的 随机 移动 ， 如 果 脉 冲 在 其 探 
测 器 规定 的 时 间 间 隔 内 没有 到 达 ， 就 会 产生 误 码 ， 这 就 是 所 谓 的 Gordon-Haus 


(743 


极限 “”。 如 果 误 码 率 在 10 ”以 下 ， 对 色散 位 移 光纤 |t",|s — 2 ps / km)， 其 比特 率 
一 距离 积 BL, 就 被 限制 在 
BL,< 3x 10 (Gb /s* km) (7.102) 
这 个 值 比 色散 对 线性 系统 性 能 的 限制 约 大 两 个 数量 级 。 方 程式 (7.102) 表明 ， 一 个 孤子 通 
信 系统 可 以 以 10 Gb/s 的 比特 率 、 在 3 000 km 的 长 度 上， 或 以 100 Gb/s 比特 率 、 
在 300 km 长 度 上 ， 进 行 信息 传输 而 不 会 出 现 由 噪声 引起 的 定时 抖动 带 来 的 麻烦 。 比 特 率 
的 选取 决定 了 两 个 放大 级 之 间 的 间隔 。 若 Bm. WEET (或 T,) 减 小 ， 所 以 
孤子 周期 z。 也 减 小 ， 因 而 L 一 般 按 B “变化 。 通 过 对 大 量 的 放大 级 放大 过 程 详细 的 数 
值 模 似 表明 ， 当 Lx sz 时 ， 长 距离 孤子 传输 变 得 不 稳定 。 实 际 上 ， 需 要 将 也 值 限 
制 在 L< 6z,。 利 用 孤子 周期 公式 (7.78)， 工 与 比特 率 有 下 面 的 关系 : 
| 3n 

L< ———— 

< 44, |k, |B? 
式 中 ，ro(0) 是 孤子 间 的 相对 间隔 。 为 了 使 孤子 互 作用 最 小 ， 典 型 的 +,(0)= 10. WER 
们 考虑 4= 1.55 ит, |k" |= 一 2 ps / km 的 色散 位 移 光纤 ， 并 且 用 z (0)= 10， 由 方程 
式 (7.103) 得 


(7.103) 


B °L< 1x 10° (Gb/ s) - km (7.104) 

信号 和 和 泵 浦 波 的 光纤 损耗 x, Ma ,也 限制 工 的 值 。 因 为 泵 浦 功率 在 光纤 中 并 不 是 党 
数 ， 所 以 即使 在 每 个 放大 周期 的 端 部 孤子 完全 复原 ， 在 光纤 中 孤子 能 量 也 是 变化 的 。 数 
值 模拟 指出 “”“ ”， 对 长 距离 稳定 的 孤子 传输 ， 其 能 量变 化 应 小 于 20%。 目 前 能 够 达到 
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的 最 小 值 = 0.18 dB/km a, = 0.29 dB /km， 受 此 限制 工 小 于 50 km。 从 成 本 考 
虑 ， 工 值 应 尽量 大 ， 所 以 在 大 多 数 实际 情况 中 ， 工 值 在 30 一 50 km 范围 内 。 

下 面 来 考虑 一 个 具体 的 设计 例子 ， 对 已,s 一 20ps / km f 3 Ж, BL 和 


B 上 ; 比方 程式 (7.102) 和 方程 式 (7.104) 的 值 减 小 1/ 10， 所 以 必须 用 较 低 的 比特 率 。 如 果 
选取 工 = 40 km 作为 放大 周期 的 实际 值 ， 则 比特 率 8=5 Gb / s。 设 +, (0)=10， 由 比特 率 
公式 得 脉 宽 T ,www = 17.6 ps。 基 态 孤 子 所 需 的 峰值 功率 由 式 (7.79) 得 出 ， 如 果 用 典型 什 
?=5W km (对 应 于 有 效 纤 世面 积 约 25 μπῶ, ΠΕΡ =40 mW。 因 为 噪声 引起 定时 
拌 动 ， 总 跨度 限制 在 约 600 km。 用 |А | — 2 ps /km 的 色散 位 移 光纤 可 以 大 大 改善 
孤子 通信 系统 的 性 能 。 如 果 我 们 考虑 比特 率 为 15 Gb/ s， 由 式 (7.104) 可 得 放大 周期 
L-44km, Hi J£ 48 Ë BE JE L s 2000 km. XX + HE Βα TE D BK RR EO ig 
值 功率 是 了 waw 5.87 ps RIP, = 36 mW。 通 过 降低 比特 率 至 5 Gb / s， 跨 度 可 增加 
到 6 000 km， 如 果 需 要 较 高 的 比特 率 ， 刀 可 在 20~ 30 Gb / s 范围 内 选取 ， 但 需 以 减 小 
ML, 为 代价 。 很 明显 ， 孤 子 通信 系统 有 能 力 提供 一 个 约 10 Gb/s 的 比特 率 ， 

约 1 000 km 左右 长 的 数据 传输 系统 。 这 已 在 实验 中 得 到 证 明 ， 脉 宽 为 55 ps 的 孤子 脉冲 
可 以 在 42 km 长 的 光纤 环 中 循环 96 图， 脉冲 宽度 没有 显著 的 增加 “"””。 在 光纤 环 的 每 一 
圈 循 环 中 ， 喇 曼 增益 几乎 都 补偿 了 光纤 的 损耗 。 这 一 实验 表明 ， 和 孤子 在 大 于 4 000 km fE 
离 上 传输 是 可 以 实现 的 。 然 而 ， 孤 子 通信 系统 的 发 展 将 需要 对 实用 的 波长 选择 耦合 器 和 
泵 浦 激光 器 作 进 一 步 的 研究 。 
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第 8 章 


光 孤 子 序列 的 相互 作用 


81 二 阶 光 孤子 的 相互 作用 与 双 源 耦合 注入 孤子 


81.1 引言 
在 有 关 一 阶 孤子 的 传播 特性 及 其 通信 应 用 的 可 行 性 和 实施 方案 方面 ， 人 们 已 进行 了 广 
泛 深入 的 研究 。 前 面 已 提 到 ，Chu 和 Desem © 112 发 现 非 等 幅 注 人 能 减 小 孤子 间 的 相互 


ΙΕ. XAR (102, 113) 分 别 研究 了 高 阶 色 散 对 两 孤子 和 多 孤子 序列 的 影响 。 文 献 
(113) 指出 ， 高 阶 色散 虽 能 消除 两 孤子 的 相互 作用 ， 但 对 多 孤子 序列 却 不 甚 有效。 

从 通信 和 角度 看 ， 一 阶 孤 子 通信 只 限于 二 进 制 编码 体系 ， 如 果 能 把 编码 由 二 进 制 改 为 三 
进 制 ， 则 比特 率 将 增加 lb 3s 1.6 倍 。 受 非 等 幅 孤 子 弱 相互 作用 的 启示 ， 我 们 提出 将 准 二 
阶 孤 子 (包括 双 源 注入 准 二 阶 孤子 ) 与 一 阶 孤子 混合 注入 ， 可 预料 在 使 相互 作用 受到 抑制 的 
同时 ， 又 使 比特 率 增加 约 1.6 倍 。 此 外 ， 本 节 相 应 地 提出 了 低 功率 双 源 耦合 注 人 方案 ， 它 
可 降低 对 光源 的 要 求 。 

本 章 的 数学 模型 是 标准 NLS 方程 


ду, 12^ ψ 2, 
tag) t W| = 0 (8.1) 


841.2. 二 阶 孤 子 的 相互 作用 特性 
设 初始 条 件 是 
Yl, z= 0)= N sech(1— 5A) N,sech(r 54) 

我 们 利用 分 裂 步 长 Fourier 变换 法 数值 模拟 了 二 阶 孤子 在 几 种 不 同 的 初始 间隔 下 的 演化 情 
况 。 图 8 一 1~~ 图 8-4 分 别 给 出 了 入 =N,=2 和 A/2=2.0、3,0、4.0 四 种 情况 的 演化 。 册 
图 8-2 和 图 8-3 可 见 ， 二 阶 孤子 也 存在 着 与 一 阶 孤 子 类 似 的 相互 吸引 作用 ， 而 且 АЖ 
小 ， 出 现 最 大 相互 作用 的 距离 越 小 ， 对 于 A=2.0，3.0，3.5， 最 大 相互 作用 大 约 发 生 在 
12 54, 60 归 一 化 距离 处 。 然 而 当 A/2—40 时 ， 这 种 吸引 作用 转化 为 排斥 作用 ， 这 正 
是 二 阶 孤 子 不 同 于 一 阶 孤 子 的 特性 。 和 事实 上 ， 大 峰值 输入 的 孤子 中 包含 着 两 个 亚 孤子 ( 准 
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二 阶 孤 子 和 一 阶 孤子 )， 在 无 外 界 作用 时 ， 它 们 保持 不 分 离 的 相对 亚 稳 态 ， 一 旦 受到 外 界 
作用 ， 出 现 分 离 ， 不 妨 把 此 现象 叫做 孤子 和 裂变。 孤子 裂变 在 Raman 效应 的 影响 下 也 会 
发 生 "" ， 但 这 里 是 由 相互 作用 而 诱发 的 。 图 中 ， 裂 变 后 的 四 个 亚 孤子 间 的 幅 值 和 相位 
关系 决定 了 它们 是 呈现 排斥 还 是 吸引 。 因 此 ， 图 8—4 中 ， 即 使 是 大 闻 距 同 初 相 注 信 ， 也 
使 各 对 亚 孤 子 出 现 排斥 。 这 里 引 人 的 孤子 裂变 出 亚 孤 子 的 概念 类 似 于 核 裂变 产生 多 个 新 核 
的 概念 。 图 8-3 中 ， 在 两 孤子 经 过 最 大 相互 作用 之 后 ， 两 孤子 间 出 现 了 能 量 横 向 周期 性 
地 转移 ， 而 各 自在 纵向 (z 方向) 都 是 周期 地 振荡 ， 这 时 两 孤子 各 自 的 行为 受 一 看 合 非 线 性 
Schrodinger 方程 组 来 支配 。 


Δ- 7, ΝΙΞ N,-2 
图 8—3 
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我 们 在 图 8-5 一 图 8-7 中 给 出 了 准 二 阶 孤 子 对 的 相互 作用 演化 情况 。 一 般 地 说 ， 当 


第 8 章光 孤子 序列 的 相互 作用 一 201 一 


1.5<№< 2.5(1=1, 2) 时 ， 都 属于 准 二 阶 孤 子 ( 当 NÆ2) ΗΒ 8—5, 8-6 可 知 ， 幅 度 越 
大 ， 亚 孤子 裂 度 越 明显 ， 而 且 相 互 作 用 越 强 。 例 如 ， 当 Ni = 入 =2.45 时 ， 最 大 相互 作用 
距离 在 6 以内; 但 当 N = N,=1.55 时 ， 最 大 相互 作用 距离 约 为 72。 在 图 8-5 中 ， 由 于 时 
间 上 的 总 宽度 是 40， 珀 子 遇 到 数值 边界 时 就 出 现 了 “数值 边界 的 反射 "。 事 实 上 ， 由 于 
Fourier 展开 的 周期 性 ， 在 左 数值 边界 的 反射 实质 上 是 右 支 扳 子 在 右 数值 边界 “透射 >( 延 
伸 ) 到 右边 的 周期 段 中 的 那 一 部 分 ， 对 于 右边 界 反射 也 是 如 此 。 

非 等 幅 注 人 同一 阶 ( 准 一 阶 ) 芍 子 一 样 ， 可 以 在 一 定 程 度 上 消除 孤子 对 间 的 相互 作用 ， 
从 图 8-7 中 可 看 到 这 一 点 。 虽 然 仍 有 一 阶 亚 孤 子 从 大 幅 孤 子 中 分 离 出 来 ， 但 总 可 调整 相 
对 比例 和 间距 ， 使 这 种 裂变 受到 最 大 程度 的 减 小 。 这 一 特性 可 望 是 一 阶 、 二 阶 孤 子 混合 作 
用 于 光纤 孤子 通信 的 基础 ， 在 后 面 将 给 出 准 二 阶 孤 子 与 一 阶 孤 子 的 相互 作用 的 特点 。 初 步 
研究 表明 ， 这 种 设想 有 必要 作 进 一 步 的 工作 . 


A=6，Ni = №,= 2,45 A=6, N=N,=1.55 Δ-6, Ni=2.25, N,=1.75 
8-5 图 8—6 8-7 
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Chu 等 人 研究 了 非 标准 一 阶 孤 子 间 的 相互 作用 ， 非 等 幅 注 人 能 显著 地 减 小 相互 作用 
对 通信 的 不 利 影响 。 当 两 个 孤子 幅 值 之 比 r= q,/ qa BE q-l find 1.1 与 1.025 之 
间 时 ， 两 孤子 还 存在 较 强 的 作用 ; 但 г> 1.175 mj 这 种 相互 作用 明显 减弱 到 可 以 忽视 的 
程度 ， 他 们 在 计算 中 ，r 的 最 大 值 取 到 1.325, 

HFE Bf (N° sechr 注 人 ，2.5> N> 1.5) 与 一 阶 孤 子 的 相互 作用 规律 ， 目 前 尚 
未 见报 道 。 本 节 由 光纤 孤子 NLS 方程 通过 数值 模拟 ， 给 出 了 15 ИО ὑπ {πι 
N-15 的 孤子 称 为 1.5 阶 孤子 ) 与 一 阶 孤 子 的 相互 作用 过 程 ， 见 图 8-8, 在 前 半 段 距离 
+, L5 阶 孤子 (图 8—8(2)yf 1.6 阶 孤 子 (图 8 一 8(25)) 的 行为 非常 接近 二 阶 孤 子 演化 行为 ， 并 
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与 一 阶 孤 子 互 不 干扰 地 传输 着 ， 虽 然 在 后 半 段 距离 上 ，1.5 阶 孤 子 偏离 了 二 阶 弧 子 所 具有 
的 那 种 周期 性 ， 但 它 相对 一 阶 孤 子 的 距离 几乎 始终 保持 不 变 。 模 拟 表 明 其 他 准 二 阶 孤子 与 
一 阶 孤子 也 有 类 似 的 相互 作用 规律 。 这 可 能 成 为 二 阶 孤子 通信 的 依据 。 


(a) (b) 


图 8 一 8 一 阶 与 准 二 阶 孤 子 的 相互 作用 
(a) 与 15 阶 孤子 的 相互 作用 (D=% (b) 与 1.6 阶 孤子 的 相互 作用 (D=8) 


8.1.5 双 源 耦合 注入 和 叠加 原理 


在 实际 应 用 过 程 中 ， 大 功率 工作 状态 常 是 不 可 取 的 ， 它 对 光源 等 设备 的 要 求 相 对 较 
高 。 我 们 提出 用 两 个 一 阶 孤子 源 的 两 个 脉冲 以 小 于 2.5 倍 脉 宽 ( 即 2.5 / 1.763 1.4 04 3 dB 
防 宽 ) 间 距 注 和 光纤， 以 代替 一 个 准 二 阶 孤 子 注入 (这 样 的 孤子 ， 简称 双 源 准 二 阶 孤 子 ) 
即 以 下 式 


φῶ, Do п: sech(1— 2) п. sech (+ $) | (8.2) 


PREO 1) = Nsech(ORETT EA. Ж. ЖАШ И no A 模 拟 不 同 的 NN， 一 般 取 A< 
25, п= 10/7 NEKA 2). FH 8-9(a) 所 示 的 结果 表明 这 种 处 理 是 可 行 的 。 其 中 ， 在 取 
A=2.5 时 ， 可 以 看 到 ， 图 8-9(o) 的 初始 状态 ， 事 实 上 非常 接近 图 8—1 中 1.5 阶 孤子 演化 


8-9 双 源 注入 二 阶 与 一 阶 孤子 ("21" 码 ) 的 演化 (n=1，A=2.5) 
(а) D=6.25; (b D-8 ` 
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过 程 中 的 一 个 中 间 状 态 。 图 8-9(@) 中 的 等 价 的 阶 (N 值 ) 稍 大 于 1.5; HH 8-9 给 出 了 
Δ-6.25 和 A=8 的 双 源 注入 二 阶 孤子 与 一 阶 孤 子 的 相 志 作用 过 程 。 

应 该 指出 式 (8.2) 并 不 违背 非 线性 领域 场 的 不 可 登 加 性 。 首 先 需 要 了 解 不 可 和 从 加 性 的 实 
质 。 非 线性 电磁 光学 过 程 可 由 两 部 分 构成 ， 强 光 首 先 在 介质 内 感应 出 非 线 性 响应 一 一 非 线 
性 极 化 ， 然 后 介质 在 产生 反作用 时 非 线 性 地 改变 该 光 场 。 非 线性 极 化 意味 着 二 倍 的 光 场 不 
能 引起 二 倍 的 极 化 ， 而 非 线性 地 改变 光 场 意 指 二 倍 的 极 化 不 能 刚好 使 光 场 发 生 与 之 成 比例 
地 改变 ， 这 就 是 不 可 县 加 性 的 本 质 。 我 们 已 经 看 到 ， 不 可 倒 加 性 并 没有 否定 在 某 一 时 空 点 
总 场 可 由 两 个 分 场 释 加 而 成 的 特性 ， 只 是 否定 了 极 化 与 场 的 线性 关系 。 事 实 上 ， 在 非 线性 


领域 Maxwell 方程 仍然 成 立 ， 这 是 公认 的 ， 内 要 将 源 J(p 由 VY， J-0p/0t-0 确定 ) 由 下 


OU Bp ar C0? 
oP 


J= „бу (8.3) 
式 中 : 
+ оо 
r= | x (r— ro, t— ΓΕ», tdr dr, 
+ о 
‚ | x’ ην t= tir, τ (y Er, t )Er, tdr dr dt dt, 
+e (8.4) 


是 场 的 时 空 非 局 域 函数 。 如 果 式 (8.2) 中 的 J] 一旦 确定 ， 它 作为 源 对 场 的 贡献 是 线性 的 
(BD Maxwell 方程 形式 上 与 线性 情况 相同 ) EH 2J 将 产生 2 倍 的 场 ， 因 此 Maxwell 方程 
实质 蕴含 了 场 的 局 域 可 去 加 性 。 极 化 非 线 性 地 改变 光 场 只 体现 在 非 局 域 方面 ， 即 场 的 
体 空 间 分 布 及 其 历史 与 未 来 ( 亦 即 式 (8.4) 与 Maxwell 方程 的 耦合 )。 | 
此 外 ， 光 纤 中 非 线 性 压缩 及 色散 展 宽 是 以 时 间 积累 效应 而 表现 出 来 的 ， 孤 子 在 经 过 自 
身 宽度 这 样 短 的 时 间 内 ， 这 些 效应 还 不 足以 使 波形 发 生变 化 。 以 51Ο, 蕊 光纤 为 例 559 ， 
加 =1.27 hm， 与 妇 一 化 距离 相当 的 距离 为 1.3 km， 图 8-9(q) 中 ， 由 初 态 (第 一 条 线 ) 演 化 成 
第 一 个 尖峰 (第 二 条 线 ) 所 经 历 的 距离 是 2.6 km， 而 对 于 一 个 10 ps 宽 的 孤子 传播 自身 宽度 的 
距离 约 为 3.0x 10”m， 二 者 相差 6 个 数量 级 ! 在 这 样 短 的 时 间 内 ， 孤 子 波形 是 不 会 发 生变 
化 的 。 


8.1.6 三 进 制 码 通 信 方 案 及 其 可 行 性 


FXE (102, 103, 113) 及 本 节 的 模拟 结果 ， 可 提出 三 进 制 码 通信 方案 。 由 于 文献 
(113) 指出 当 r 在 1.175~1.325 之 间 ， 相 互 作用 就 已 经 很 弱 ; 而 当 r> 1.5 时 ， 又 表现 为 
一 阶 孤 子 与 准 二 阶 孤子 互 不 干扰 地 传播 。 因 此 ， 可 以 在 接收 端 设置 两 个 判断 电 平 ， 把 准 二 
阶 、 一 阶 孤 子 及 空缺 检测 出 来 ， 分 别 作 为 三 进 制 的 “2”,“1” 和 “0”。 在 注 人 端 按 相 反 程序 把 
三 进 制 码 转换 成 孤子 序列 ， 当 序列 中 连续 出 现 两 个 以 上 “1” 即 一 阶 孤 子 时 ， 为 避免 相互 作 
Ж, RHA r= 1 及 r=1.25 交替 注 人 ; HRE NMF?) RA n= 1, A-251t 
入 。 我 们 知道 ， 对 于 话音 可 懂 度 而 言 ， 信 号 量化 级 数 L=8 或 16 就 足够 了 。 车 用 二 进 
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制 ， 需 要 三 个 码 来 传输 一 个 信息 码 ; 但 若 用 三 进 制 ， 只 需 两 个 码 即 可 。 对 于 商用 通信 ， 
15:32 是 起 码 的 ， 因 此 需要 5 个 或 6 个 二 进 制 码 来 传输 一 个 信息 码 ， 但 只 需要 3 个 或 4 个 
三 进 制 码 就 足够 了 。 在 电话 通信 中 ， 通 常 取 上 = 128 或 236， 需 要 7 = 8 个 二 进 制 码 ， 但 
只 需要 5 个 三 进 制 码 可 使 =243， 从 而 获得 优质 的 话音 ， 当 然 为 了 减少 通信 差错 率 ， 应 
适当 地 增加 一 些 元 余 度 ， 和 宛 余 度 的 设计 取 于 孤子 的 相互 作用 特性 及 纠 错 码 理论 。 此 外 ， 还 
有 光纤 损耗 及 高 阶 色 散 对 相互 作用 的 影响 及 抗 噪 特性 等 。 

这 个 方案 能 和 否 实现 ， 关 键 在 于 当 一 个 多 孤子 序列 ( 准 二 阶 、 一 阶 和 空缺 的 随机 混合 ) 注 
和 光纤 后 ， 也 能 像 图 8—9 所 示 那 样 几乎 互 不 干扰 地 传输 。 我 们 模拟 了 几 种 情况 的 多 孤子 
相互 作用 ， 结 果 表 明 ， 序 列 中 各 孤子 间 的 相互 作用 的 确 很 小 ， 这 种 方案 在 理论 上 是 可 行 
的 。 图 8—10— R 8—13 分 别 给 出 了 “22” 码 “121” 码 …“222” 码 和 “211” 码 的 传输 演化 过 程 。 
从 中 可 以 看 到 ， 各 个 孤子 几乎 互 不 扰乱 地 传输 着 。 其 它 类 型 的 序列 也 有 相似 的 特点 ， 它 们 
都 有 一 个 共同 点 ， 这 就 是 准 二 阶 孤 子 与 相 邻 一 阶 孤子 之 间 虽 不 都 相互 靠 扰 ， 但 存在 少量 的 
能 量 周期 性 地 转移 ， 如 图 8-9 及 图 8-11 中 的 一 阶 孤子 幅 值 出 现 两 次 增加 减少 过 程 ， 幅 值 
增加 最 大 时 约 为 1.4， 这 将 给 接收 端的 检测 带 来 混淆 。 这 一 困难 可 通过 适当 增加 孤子 初始 
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(a) 
图 8 一 10 “22” 码 孤子 序列 的 演化 (n=1，A=2.5) 
(а) Р=6.25; (b) D=8 


(a) : (ὁ) 


图 8—11 “121” 码 孤子 序列 的 演化 (n=1，A=2.5) 
(a) D=6.25; (b) D=8 
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间距 或 采用 积分 检测 器 件 来 解决 。 因 为 ， 用 幅 值 电 平 很 难 区 别 准 二 阶 孤 子 的 某 些小 幅 值 状 
态 (这 时 孤子 很 宽 ) 与 一 阶 狐 子 状 态 ， 但 用 积分 器 件 检 测 出 孤子 的 能 量 面积 ， 就 一 目 了 然 
了 ， 图 8-14 给 出 了 图 8 一 12(b) 双 源 注入 (n=1，A=2.5) 时 的 能 量 面 积 演化 。 

需要 强调 ， 我 们 的 模拟 还 没有 考虑 损耗 及 高 阶 色 散 对 孤子 相互 作用 的 影响 。 前 面 指 出 
了 这 两 个 因素 的 不 利 影 响 。 但 对 于 高 阶 色 散 的 影响 ， 可 通过 选择 工作 点 或 制造 光纤 时 进行 
适当 的 控制 ， 以 使 三 阶 色 散 相 对 二 阶 色 散 达 到 可 以 忽略 的 程度 ， 从 而 消除 高 阶 色散 的 影 
响 。 对 于 光纤 损耗 的 影响 ， 可 用 文献 【116~ 118) 中 提出 的 光纤 补偿 方案 进行 消除 ， 这 就 
是 不 断 减 小 纤 芯 或 群 速 色散 来 维持 孤子 。 
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Hj8-12 “222” 码 孤子 序列 的 演化 (D=8) 
(а) 单 源 注入 (W=1.6 (b) 双 源 注 人 (n=1，A=2.5) 


` 0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 
818-13 “211" 码 孤子 序列 的 演化 图 8-14 ”图 8 一 12(5) 的 能 量 面 积 的 演化 
μα ΓΕ ЕА QN, = L1, М,=1.0); 

二 阶 孤子 为 双 源 注 人 (n=1，A=2.5) 


8.1.7 Л 

本 节 提 出 了 利用 二 阶 孤 子 与 一 阶 孤 子 混合 注入 的 三 进 制 通信 方案 ， 并 从 理论 上 论证 了 
其 可 行 性 ， 它 将 使 孤子 间 的 相互 作用 受到 抑制 的 同时 ， 又 使 比特 率 增加 约 1.6 售 。 

通过 数值 模拟 二 阶 孤子 对 的 相互 作用 ， 可 以 得 出 如 下 结论 : 

(1) 大 幅 值 孤子 在 有 外 界 作用 时 ， 将 裂变 亚 孤 子 ， 其 吸引 、 排 斥 及 其 相互 作用 大 小 取 
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决 于 裂变 后 各 亚 孤 子 的 相对 相位 和 幅 值 。 

(2) 在 一 定 的 条 件 下 ， 即 使 等 幅 同 相 注 人， 也 可 能 出 现 能 量 在 孤子 间 周 期 性 地 转移 。 

(3) 注入 幅 值 越 大 ， 相 互 作用 越 强 。 

(4) 非 等 幅 值 注入 ， 也 可 减少 二 阶 孤 子 的 相互 作用 。 

此 外 ， 本 节 还 提出 了 双 源 艳 合 注入 方案 (当然 也 可 以 直接 用 单 源 高 功率 注入 )， 可 降低 
对 光源 的 要 求 ， 同 时 分 析 了 非 线 性 领域 中 倒 加 原理 的 适应 性 问题 ， 它 在 现 有 的 各 种 文献 及 
- 书籍 中 一 直 没 得 到 正面 论述 。 本 节 指 出 ， 一 定 情 况 下 ， 场 的 登 加 原理 仍然 适用 ， 并 非 绝对 
失效 。 

对 于 二 阶 孤子 (包括 准 二 阶 孤子 及 双 源 准 二 阶 孤 子 ) 相 互 作用 及 其 应 用 问题 ， 本 节 只 是 
就 上 述 方面 作 了 初步 尝试 ， 还 有 待 于 作 进一步 的 深入 探讨 。 


8.2 反 相 光 孤 子 序列 的 相互 作用 


821 引言 


在 反 相 孤子 相互 作用 方面 ，Hermansson 等 人 (35 研究 了 反 相 孤 子 对 与 同 相 孤子 对 相 
互 作用 的 特点 。 本 节 将 数值 模拟 反 相 孤子 序列 的 相互 作用 。 此 外 ， 考 虑 到 通信 中 的 实际 情 
况 ， 也 给 出 了 非 等 间距 序列 的 演化 规律 ， 并 模拟 了 同 相反 相 孤 子 混合 序列 的 传播 过 程 。 指 
出 通过 利用 这 种 序列 可 实现 三 进 制 编 码 通信 并 提高 比特 率 ， 或 可 用 双 极 性 编码 来 增加 元 余 
度 以 减 小 误 码 率 ， 这 些 设想 都 有 一 定 的 实际 意义 。 


8.2.2 反 相 孤子 序列 的 演化 与 相互 作用 


对 于 明 孤 子 ， 工 作 频 率 处 于 反常 色散 区 ， 即 必 < 0， 这 时 支配 孤子 传播 的 演化 方程 是 
- 式 (8.1)， 我 们 已 经 知道 反 相 孤子 对 之 间 存 在 排斥 作用 ©? 。 按 照 等 价 粒 子 理论 ， 由 上 式 所 
确定 的 孤子 序列 中 的 相互 作用 取决 于 孤子 间 的 交 释 积分 525 ， 当 相 邻 孤子 反 相 时 ( 包 
括 瞳 孤子 和 反 相 明 孤 子 ) 总 是 呈现 排斥 作用 ， 因 此 ， 对 于 多 孤子 序列 ， 暗 孤子 和 反 相 明 
孤子 的 演化 规律 完全 类 似 ， 只 是 相互 作用 强度 有 所 不 同 。 我 们 模拟 了 各 种 不 同 长 度 的 反 相 
明 孤 子 和 上 暗 孤 子 序 列 的 相互 作用 过 程 . 

在 等 初始 间距 (A) 的 情况 下 ， 他 们 都 保持 着 单调 的 排斥 和 一 致远 离 ， 而 且 随 初始 Ade 
大 ， 这 种 远离 明显 度 逐 渐 减弱 ; 当初 始 A 增 到 一 定 程度 后 ， 即 可 在 40— 90 BH — (Ийв 
以 上 的 长 度 几 乎 等 距 地 传输 。 对 于 明 孤 子 ， 这 个 初始 间距 为 8 一 10 (对 于 暗 孤 子 ， 这 个 间 
距 大 约 为 5 ， 见 下 节 )。 作 为 例子 ， 图 8-15 和 图 8—16 给 出 了 三 个 和 四 个 反 相 明 孤子 的 演 
化 图 形 。 可 以 看 到 ， 在 初始 间距 都 为 5 的 情况 下 ， 三 个 与 四 个 孤子 相互 作用 特点 是 相同 
的 ， 对 于 暗 孤 子 来 说 ( 见 下 节 )， 归 一 化 间距 5 即 可 实现 便 距 传输 。 然 而 从 图 8—16 可 知 ， 
反 相 明 孤子 的 初始 间距 至 少 为 8 甚至 10 ( 当 A= 12， 已 几乎 无 相互 作用 ) 才 可 恒 距 传输 ， 
昌 然 反 相 明 孤 子 在 抗 相互 作用 方面 仍 比 暗 孤 子 逊 色 得 多 ， 但 通过 同 相 明 孤子 序列 的 结论 与 
图 8-16 的 结果 ， 可 了 解 到 反 相 孤子 序列 在 减 小 误 码 率 方面 明显 地 优 于 明 孤 子 序列 。 因 
为 ， 同 相 明 孤子 序列 在 这 样 的 初始 间隔 及 经 过 这 样 传输 距离 情况 下 ， 将 会 因 相 互 靠近 而 引 . 
起 误 码 率 增 加 。 

然而 ， 对 非 等 初始 间距 注 人 ， 反 相 明 孤子 不 再 具有 等 初始 间距 注入 那样 排斥 并 致远 
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离 ( 其 间距 同时 增 大 ， 但 仍 保持 着 等 间距 )， 事 实 上 ， 由 于 孤子 间 的 排斥 势能 (由 孤子 间距 
决定 ) 和 动能 (孤子 的 固有 惯性 ) 二 者 共同 支配 的 多 样 性 ， 导 致 了 非 等 间距 情况 下 孤子 相互 
作用 的 多 样 性 。 我 们 模拟 了 (Tl,，+l,，-1, 0, ΤῸ. Cl, +1, 0, —1, +). (Cb tb 
0， 一 1]、(F1，+1， 一 1，0，+1， 一 1) 等 各 种 情况 下 的 相互 作用 过 程 ， 痢 表现 出 各 种 不 同 的 
相互 作用 特点 。 但 当初 始 间距 大 于 8— 10 时， 序列 将 像 等 初始 间距 注入 一 样 ， 也 能 间距 
地 、 无 排斥 地 传输 。 后 面 将 要 讲 到 的 图 8 一 23(d) 给 出 了 A=8 时 的 演化 过 程 。 


- 


il 


Β 8-15 反 相 明 孤 子 传播 演化 
(a) А=6; (b) A=5 


(b) 


图 8-16 ”四 反 相 孤子 传输 演化 
(а) А=8; (b) A=12 


—208— 第 三 部 分 ЖКТЕ: 


8.2.3” 反 相 序 列 间 的 演化 与 相互 作用 


为 区 别 于 前 面 表述 的 “ 反 相 孤子 序列 *， 这 里 的 “ 反 相 序 列 ” 是 指 每 个 序列 中 孤子 彼此 同 
相 而 各 序列 之 间 是 反 相 的 。 如 果 我 们 试图 引入 双 极 性 编码 (对 光 孤 子 通信 ， 其 必要 性 还 有 
待 研究 或 基于 同 、 反 相 孤 子 的 三 进 制 编码 ， 将 会 遇 到 这 种 序列 。 因 此 ， 我 们 模拟 了 几 种 
组 型 ， 即 反 相 孤 子 并 没有 使 邻近 的 同 相 孤 子 序列 合并 速度 明显 地 加 快 (即使 在 A=5 πῇ), 
虽然 同 相 扳 子 序列 中 边缘 的 那个 孤子 除 受到 的 其 它 同 相 孤 子 的 吸引 作用 外 还 受到 了 相 邻 反 
相 孤 子 的 排斥 作用 ， 这 两 个 力 指 向 同一 方向 ， 能 使 同 相 孤 子 序列 加 速 靠近 ， 但 数值 结果 表 
明 这 种 加 速 作 用 并 不 明显 。 

图 8—17 给 出 (fl，+L，-1，-1) 组 合 的 在 两 种 情况 下 演化 情况 ， 当 A=8 时 ， 同 相 序 
列 中 的 二 孤子 最 大 相互 作用 发 生 在 约 为 39 的 归 一 化 距离 上 ; 但 当 A=12 时 ， 相 互 作用 已 
经 消失 。 


(a) 
图 8-17 (+1, +1, –1, -DE ARERR 
(а) А=8; (b) A=12 


图 8-18 给 出 了 (+1，+1，+1，-1 码 的 演化 情况 。A=8 时 ， 最 大 作用 距离 大 约 为 
48; ΔΞΙ2 时 ， 相 互 作用 几乎 消失 . 


图 8-18 (+1，+1，+1，-1) 码 的 演化 情况 
(а) ^98 (b) A= 12 
图 8—19 iB T (H1, -1, +1, +1) $ЯШ(+41, +, -i, —1, +, +1) 码 的 演化 情况 。 
前 者 中 的 反 相 孤子 对 在 长 距离 上 出 现 了 明显 的 排斥 (在 40 归 一 化 距离 上 ， 还 不 明显 )， 而 
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同 相 孤 子 对 的 最 大 相互 作用 距离 为 39。 说 明 初 始 归 一 化 距离 应 在 10 以 上 。 由 此 可 见 ， 通 
过 同 相 反 相 孤子 的 混合 ， 能 够 实现 二 极 性 编码 或 三 进 制 编码 。 


Æ 8—19 (+1, -1. +1, ΗΠ, +1, -L -L +1, 1485893 4b TE ТТ (А = 8) 


8.24 小结 


本 节 的 数值 模拟 表明 ， 对 于 反 相 孤子 序列 在 减 小 因 相互 作用 而 引起 的 误 码 率 方面 是 优 
于 同 相 孤子 序列 的 ;而 且 无 论 是 等 初始 间距 还 是 非 等 初始 间距 序列 ， 只 要 
А> 10~ 12， 序 列 便 可 恒 距 传输 到 90 的 归 一 化 距离 。 对 于 阶 牙 510, 芯 光 纤 来 说 ， 这 相当 
于 117 km。 此 外 ， 本 文 还 研究 了 反 相 同 相 孤 子 混合 序列 的 演化 特点 ， 并 指出 反 相 孤子 串 
的 加 入 ， 使 同 相 孤子 序列 的 相互 作用 没有 发 生 严重 的 变化 ， 这 使 得 试图 通过 利用 这 种 序列 
实现 三 进 制 编码 通信 来 提高 比特 率 或 实现 双 极 性 编码 来 增加 宛 余 度 以 减 小 误 码 率 的 设想 有 
一 定 的 实际 意义 。 


8.3 ”有 暗 孤 子 及 其 序列 的 相互 作用 
8.3.1 引言 、 


在 光纤 暗 孤 子 方面 ， 自 Hasegawa 77 等 人 于 1973 年 提出 直到 最 近 ， 对 其 研究 才 开 
始 全 面 展 开 。W .Zhao 和 E.Bourkoff «122 的 数值 模拟 表明 ， 暗 孤子 在 抗 损耗 衰减 和 噪声 
方面 比 明 孤 子 有 更 优越 的 特性 。 苏 联 学 者 E.M.Dianov && CU? 通过 数值 模拟 提出 了 产生 
暗 孤 子 序列 的 方法 。S.A.,Gredeskul 和 Y.S.Kivshar (129 从 理论 上 阐明 产生 暗 孤 子 不 像 明 
孤子 那样 存在 阐 值 。W.Zhao fü E.Bourkoff 2 数值 观察 了 两 个 暗 孤 子 的 相互 作用 ， 暗 
孤子 在 抗 相互 作用 方面 仍然 而 且 显 著 优 于 明 孤 子 。 明 孤子 序列 相互 作用 “102 5 与 孤子 对 
相互 作用 存在 明显 的 差异 ， 暗 孤子 是 否 亦 有 类 似 特点 ? 本 节 基 于 暗 孤 子 演化 方程 对 暗 孤 子 
序列 进行 数值 研究 。 

在 正常 色散 区 孤子 演化 方程 是 
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T 234? +1919 0 (8.6) 
8.3.2” 障 孤子 的 解析 解 


式 (8.6) 的 一 般 单 孤子 ( 暗 孤子 ) 解 是 
(A— iv) + E(z, τὴ QUE 


ας (8.7) 
式 中 : 
E(z, = e" v 97 od (8.8) 
Aj = 1— у (8.9) 
当 4= 05]. у= 土 1]， 式 (8.7) 退 化 为 
ylz, D= o,tanh(p,t)e ^ (8.10) 
此 即 基本 暗 孤 解 。 | 
xy^«1B Am + (1— v /2), 这 时 
ф(2, t)zz D 209 sei (Z) em v/v e) (8.11) 
Җир; 
Z= 2vo, | 一 (eo (1-57 )«] (8.12) 


式 (8.11) ҖЖжТ ЛЕШ; XPT BE v 值 或 4 值 ， 式 (8.7) 代表 了 灰 孤 子 解 ; 基本 障 
孤子 解 式 (8.10)， 通 常 也 称 为 扭 结 (Kink) 解 。 


8.3.9 有 啼 于 子 序列 相互 作用 的 数值 模拟 


基于 支配 方程 式 (8.6)， 借 助 于 光束 传播 法 ， 可 以 模拟 多 暗 孤 子 的 相互 作用 。 计 算 时 采 
用 等 幅 和 等 间距 及 非 等 间距 注入 ， 例 如 ， 对 于 四 个 等 间隔 孤子 ， 由 下 式 注入 : 


+ tanh(z + 1.5A) = S< τς ~ А 
— tanh(t+ 0.5A — А< т< 0 
yO r= 7 120+ 05А) ' (8.13) 
+ tanh(z — 0.5А) 0< т< А 
一 tanh(1— 1.5A) A< т< + о 


图 8-20 给 出 了 不 同 初 始 间隔 下 的 双 孤 子 相互 作用 的 演化 过 程 。 可 以 看 出 : 暗 孤 子 表 
现 出 排斥 特性 ;当初 始 间距 A=2.5 时 ， 排 斥 势 能 很 大 ， 因 此 两 孤子 迅速 分 离 ， 当 A=5 
( 约 2.8 个 3 dB 脉冲 宽度 ) 时 ， 在 归 一 化 距离 为 60 至 更 长 的 距离 范围 内 ， 因 其 初始 排斥 势 
能 极 弱 ， 孤 子 几 乎 保持 着 不 变 的 间距 。 这 里 关于 双 孤 子 相互 作用 的 结论 同文 献 (1255 是 
完全 一 致 的 。 四 等 间隔 孤子 相互 作用 同 双 暗 孤 子 相似 ， 当 A 较 小 时 ， 几 乎 是 等 间距 地 排 
斥 ， 见 图 8~21。 在 图 8~21(c) 中 ， 给 出 了 A=5 的 反 相 明 孤子 序列 的 演化 过 程 ， 以 作 比 
较 ， 显 然 ， 明 孤子 的 排斥 作用 要 强 得 多 ， 这 显示 出 暗 孤 子 的 通信 应 用 前 景 。 图 8-22 分 别 
给 出 了 六 孤子 ((a) А=2.5, (b) A=5)， 八 孤子 和 十 二 孤子 序列 仍然 是 一 致 地 远离 的 演化 情 
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况 。 但 与 四 孤子 相 比 ， 在 A=2.5 时 ， 六 、 八 、 十 二 孤子 在 传输 距离 接近 60 时 ， 已 出 现 等 
距 传输 的 趋势 ， 且 序列 中 孤子 数 越 多 ， 越 明显 ， 等 距 传输 间隔 越 小 ， 尤 其 在 序列 的 中 部 ， 
这 是 因为 这 部 分 孤子 处 于 排斥 作用 很 弱 ( 因 相互 抵消 ) 的 综合 势 中 。 


18—20 两 孤子 相互 作用 18—21 四 孤子 相互 作用 


(а) A=2.5; (а) A=2.5; 

(b) A=3.75; (b) A=5.0; 

(c) A=5.0 (c) 反 相 明暗 孤子 序列 ，A=5.0 

由 于 通信 中 脉冲 传输 都 是 非 等 间隔 的 随机 序列 ， 因 此 图 8-23 中 给 出 编码 为 

11101((a) A=2.5, (b) A=5) 和 11011((с) A=2.5) 的 序列 。 为 了 比较 ， 在 (办 中 给 出 了 
A=8 的 1101 相反 明 孤 子 码 。 可 以 看 到 ， 非 等 间隔 孤子 的 相互 作用 不 再 像 等 间隔 情况 那样 
单调 ， 在 图 8 一 23(q) 中 第 三 个 孤子 受到 了 第 一 、 二 个 孤子 的 更 大 作用 ， 使 得 它 迅 速 排 向 第 
四 个 ， 注 意 这 时 第 四 个 孤子 由 于 孤子 惯性 还 没有 来 得 及 反应 ， 第 三 个 孤子 就 与 它 靠 得 很 
近 ， 使 得 四 个 孤子 得 到 了 较 大 的 势能 ， 但 由 于 第 三 个 孤子 从 第 一、 二 个 孤子 势 中 得 到 的 动 
能 在 与 第 四 个 相互 作用 时 交 给 了 第 四 个 ， 因 此 第 三 个 孤子 在 经 过 大 约 5х 3= 15 归 一 化 距 
离 后 ， 与 第 二 个 孤子 等 间距 地 传播 到 为 60 的 归 一 化 距离 其 至 更 远 。 在 图 8 一 23(c) 中 所 表现 
出 的 特性 也 是 很 有 趣 的 ， 由 于 第 二 、 三 个 孤子 之 间 的 间距 大 一 倍 ， 在 开始 时 ， 受 第 一 、 四 
个 孤子 的 排斥 ， 迅 速 靠拢 ， 在 此 过 程 中 通过 交换 势能 与 动能 ， 最 终 竟 以 两 个 暗 孤 子 对 的 方 
式 传 播 着 ， 即 对 与 对 之 间 保 持 着 排斥 作用 ， 但 每 对 中 的 两 孤子 却 几 乎 是 等 间隔 平移 的 ， 这 
是 暗 孤 子 相互 作用 的 又 一 新 现象 。 
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ill 


x? 


a 


图 8-23 非 等 初始 间距 序列 相互 作用 


(а) 11101 488, Δ 


(b) 11101 编码 ，A 
(c) 11011 编码 A 


98-22 多 孤子 相互 作用 


=2.5; 
5.0; 
2.5; 


-2.5 
5.0, 
2.5; 


(a) 6 BT. Δ 
(b) 6 孤子 A 
(c) 8 孤子 A 


8.0 


A= 


(d) 1101 编码 ， 反 相 明 孤子 序列 ， 


=2.5 


(d) 1244 A 


障 孤 子 序列 相互 作用 的 渐 
对 于 多 暗 孤 子 序 列 相互 作用 的 渐 近 行为 ， 可 作 一 般 分 析 ， 文 献 《99) 基于 道 散射 理论 


近 行 为 


8.3.4 


1 


得 到 同 相 反 相 双 明 孤 子 的 相互 作用 力 


(8.14) 
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式 中 ，2g 为 孤子 间距 。 式 (8.14) 有 解 : 
2(q— q,)— In[cosh? (2e ` ^ = ο... 
γι; (8.15) 
2(q— q,)— In[cos" (2ze ^)]— m| sge 
分 别 相应 于 反 相 与 同 相 孤子 对 。 文 献 〔125] 通过 数值 模拟 ， 给 出 本 双 暗 弧 子 的 相互 作用 
的 经 验 公式 
2(4— 4„)— 2ze ` “° = In[cosh(2ze ^^)] (8.16) 
形式 上 ， 上 式 与 文献 【125] 稍 有 变化 ， 指 数 为 一 2g, WAE Т RSJ THE EF EGER ЖЩ 


子 弱 ， 我 们 通过 图 8 一 20 的 模拟 结果 也 验证 了 该 公式 的 一 致 有 效 性 。 由 式 (8.16) ΠΊΒ ag 
孤子 对 间 的 相互 作用 力 


223 = + 4e “(е '—е“) (8.17) 
对 于 孤子 序列 中 的 次 近邻 孤子 对 ， 由 于 同 相 ， 上 式 中 应 有 变化 从 “二 一“ 一”。 这 样 就 可 处 
理 多 孤子 序列 中 孤子 间距 随 距 离 Z 的 演化 。 当 各 孤 波 相距 较 远 时 ， 用 g，= Σε ИОК 


(k=1, 2, +, NURNXORÉ X TRO EB. F ,是 第 j 个 孤子 对 第 T 
Jp ЖЕНАМИ ИЫ ТАНЫЕ. ΕΛ 058740] 48. "ΠΗ ΠΗ͂, 
需 考 虑 相位 的 演化 与 间距 的 耦合 作用 。 我 们 可 作 渐 近 分 析 ， 根 据 式 (8.17) 可 知 ， 当 (4 ,一 
q. Fi(g,,,7q, EBK, qas 0， 即 各 孤子 将 作 匀 速 运动 ， 设 4， -ν,, РА, v, 
+9q,。 这 正 是 所 有 模拟 结果 的 渐 近 特性 ， 即 当 Ag 增 大 到 一 定 值 ， 匀 速 地 相互 远离 出 现 
了 ， 如 同 在 图 8-21 一 图 8—24 中 所 表现 的 那样 。 这 个 特性 在 未 来 的 通信 工程 中 (如 果 可 能 ) 
有 着 重要 意义 ， 即 只 需 对 孤子 序列 模拟 较 短 的 距离 ， 就 足以 确定 匀速 渐 近 态 的 % Жа, > 


就 可 确定 传输 到 任意 时 刻 的 孤子 间距 ， 例 如 ， 对 于 图 8-20(α), Р 8-21(o) 等 只 需 模 拟 到 
2-15, ХР δ--20(0). ΒΒ 8—22(a) В 8 一 22(c) 等 只 需 模 拟 到 2 30， 即 可 确定 z=60 其 
至 z=80 时 的 间距 。 


8.3.5 小 结 


(1) 由 于 暗 孤 子 序 列 中 孤子 闻 的 “ 反 相 " 使 孤子 间 总 是 呈现 排斥 ， 因 而 使 等 初始 间距 暗 
孤子 序列 相互 作用 不 像 明 孤 子 序列 那样 复杂 。 但 对 于 非 等 初始 间距 序列 ， 由 于 势能 与 动能 
之 间 的 转换 多 样 性 ， 使 孤子 传播 表现 出 一 定 的 多 样 性 。 

Q) 在 任何 情况 ， 即 使 是 非 等 初始 间距 ， 当 初始 归 一 化 距离 大 于 、 等 于 5( 相 当 于 2.8 
个 3 dB 脉冲 宽度 )， 序列 能 几乎 维持 原样 地 传输 到 60 的 归 一 化 距离 以 上 。 对 于 阶 唉 SiO, 
ХЭЕР, А=1.27 um, WHARA 60 归 一 化 距离 ， 这 相当 于 距离 为 78 km， 因此， 即使 不 
考虑 暗 孤 子 在 抗 损耗 和 抗 噪声 方面 的 优点 ， 仅 就 抗 相互 作用 方面 ， 暗 孤子 相对 明 孤 子 通信 
的 码 率 可 提高 一 倍 ， 因 此 在 理想 情况 下 ( 即 标准 NLS 方程 ， 亦 即 高 阶 效应 极 小 )， 归 一 化 
初始 距离 取 5 是 通信 的 最 佳 选择 。 W.Zhao 和 E.Bourkoff 9 在 瞳 孤 子 实验 方面 的 成 功 
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为 暗 孤 子 通信 应 用 揭 开 了 序幕 


84 ”光纤 NN 孤子 解 的 Hirota 分 析 


84.4 引言 


在 光纤 中 ， 不 计 损 耗 及 高 阶 项 ， 支 配 明 孤子 和 上 暗 孤 子 的 方程 分 别 是 : 


在 这 一 章 ， 我 们 首先 求解 式 (8.18) 的 满足 条 件 


ο... 


下 的 一 明 孤 子 解 ， 然后， 讨论 式 (8.19) 的 满足 条 件 
|а| = 1 


x + о 


的 暗 孤 子 解 。 为 了 以 后 分 析 相 互 作 用 时 应 用 ， 只 讨论 双 暗 孤子 解 。 
84.0 ΝΒ 


按照 Hirota 的 思想 ， 把 &(x， 门 表示 成 Pada 近似 ， 即 


u= Ë 


h 
A, Im(A)= 0, {631 (8.22) RAR (8.18) 有 
ip в— hg) (h” h— 2h h' + hh" )g 
ΗΕ 
h” g— 26’ h + g" h 2 
+ х = x x + 215! 8. 0 
h h 
于 是 将 1/ h^ 项 的 1/ hn 分 别 合并 ， 并 令 其 系数 为 零 ， 有 
— i(k’ g— hg’ )+ (h" g— 2g! h' + g” h)= 0 
h” h— 2h' h + hh” — 2|в| = 0 
(8.256 iH 
h” h— (h' ) = 24g? 
可 写成 双 线性 形式 


ә ау 
(&- 3») h(x, t) ° h(x’, ÜU). x^, te "n 28 


式 (8.24) 也 可 和 写成 双 线性 形式 


us - £ soe ἢ» h^, O+ (&- 2) во пе αλ] 


1 x= x’, =t 


(8.18) 


(8.19) 


(8.20) 


(8.21) 


(8.22) 


(8.23) 


(8.24) 
(8.25) 


(8.26) 


(8.27) 


=0 (828) 
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设 : 
2N " 2N А 2% +о+ 
— a.t ‚Хх Ф,+@, Pto τοι "n" 
h (x, t)= А+ Zae COT. Mae" + у age" 7 "4 (8.29) 


i>J> 1 {> J> Кр 1 


Εν, D= g+ Dbe + Phe + Σ bu et + (830) 
J= 1 i> j> 1 i> J> Ёз 1 . 
Q,— t+ B,x 
RAR (8.27) 和 式 (8.28)， 并 利用 双 线性 算 子 的 性 质 ， 即 对 指数 函数 作用 的 性 质 ， 通 过 比 
较 各 项 系数 ， 可 得 到 (х, DW g(x, г) Ж: 


2N 
hy Ð= У [TC exp [e (8, x-* ал] [I exp [C ,,2,2,] (8.31) 
вей (n j= 1 1«J« k« 2N 


g(x, D- Σ 5 [IC expte (x «ий П expic s] (8.32) 


ecQ us ^" ја 1 I< j< kx 2N . 
上 式 及 下 面 各 式 中 a = 182/2, Wm.0 是 任意 复数 ，s,== 0 或 1， 且 有 : 
BB, 9,0], οσον 0=N+l N92, es 2N) (833) 


(B+B MB,+ Ας) 


о. B,— В, οχρ(2θ,) = 1 
1 


N 
" = 1, 2, = N) (8.34) 
є = 0 


Ј 


| (B,— B.) G k= 1, 2, es N; mjk- N+ LN 2,-2N) 
eeu [ur B G0=1, 2 M k= N+ 1, N+ 2, e 2N) 
| (8.35) 
оока Σ ο ϐ ΝΑ (n. ccs sa) 的 集 求 和 ， 其 中 


2N 


$& ^ (e, } 是 在 0 或 1 之 间 任意 挑选 的 ; O ORERE Ee = Y e+ 1 的 矢量 к= 
{ειν в. tts nuu) 的 集 求 和 。 下 面 更 清楚 地 说 明 式 (8.31) 5 起 (8.29) 的 对 应 关系 如 果 
em (ss Ep cnm epp 和 = (e, 1， Ey з ev) 中 各 取 一 个 不 为 零 的 6， 则 
这 样 的 矢量 属于 矢量 集 Q , (8)， 对 应 于 式 (8.29) 的 第 二 项 ; 若 在 s0 和 s@ 中 ， 全 部 取 
为 0， 则 对 应 式 (8.29) 的 第 一 项 ; BEA # 0。 同 理 ， 若 在 Us εὖ 中 各 取 两 个 不 为 0 
的 5， 则 对 应 (8.29) 式 的 第 三 项 ， 其 余 依 次 类 推 。 但 是 ， 对 于 iU. ε7 各 元 素 全 取 为 0 
时 ， 不 属于 矢量 集 Q,(s)， 因 此 式 (8.30) 中 的 第 一 项 g = 0; 若 把 2, εὖ 中 的 元 素 全 取 
为 1， 则 这 个 矢量 属于 Q Ὁ. BAB Q ,(e)， 因 此 式 (8.31) 中 有 2N 1-8 x, 1 的 指数 因 
THR TR (8.32) 中 至 多 只 有 2N— 1 个 这 样 的 指数 因子 相 乘 。 因 为 ， 要 使 Ts0，sQ} 
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属于 2,(e)， 只 能 是 ”中 取 N 4 e 全 为 1， 而。 ДЕ М 1 个 全 为 1。 讨论 f, 都 在 

复 平面 的 右 半 平 面 的 情形 ， 则 每 个 含 x 的 指数 因子 — o0 (х 00) R x>- eo). 

于 是 ， 当 x>- g.—0, h. ho ΕΝ uQe Ὁ0; 34 xo, g, °S, А > 

ο, HT h, H Εν 多 一 指数 因子 ( 如 前 所 述 )， 故 μία, O= g Zh 一 0。 因 此， 

式 (8.31). sü (8.32) 是 满足 uo. г) # |x|— co 处 的 边界 条 件 的 。 至 此 可 得 N 一 明 孤 子 解 
8,0% t) 


u Qo t) ——— 


h (x, Ὁ 


8.4.3 МЕ А0 Hirota 分 析 
采用 上 面 步骤 ， 还 可 给 出 N 一 暗 孤 子 解 的 显 式 ， 先 作 变 换 


0; 


u(x, t) э u(x, t)e (8.36) 
则 式 (8 一 19) 化 为 
Qu Φα à 


于 是 可 寻求 fu| 一 (хә + co) ЙЯ. ПИЛЕШ (8.37) 化 为 双 线 性 形式 ， 有 : 
= i(h^ g— hg” )— (h" g— 2g' h’ +g һ)= 0 


. 8.38 
— (h" — 2h' h' + hh )— 2|к|'+ 2h^— 0 | 658) 
Bp: 
ὃ ôy ; | 
5- =) h(x, Ὁ» λα’ τη, ,= 20 — [εἰ (8.39) 
„д ð EPP ὃ әү , _ 
Ue - 2) вс, De h(x 1)— (e - 2) εία, Ὁ» h(x', obo 270 
(8.40) 


H ΤΕΕ Р, |u|— 1 而 不 是 0， 因 此 式 (8.30) 中 的 最 高 次 指数 因子 与 式 (8.29) 中 
对 应 是 一 样 多 .求解 N 一 暗 孤 子 的 步骤 与 前 面 W 一 明 孤 子 的 完全 一 样 。 下 面 只 给 出 单 孤 
子 和 双 孤 子 解 的 结论 ， 即 : 


h= h + a e о А а 26 fu Фм 
0 1 2 


2u, (x— xg )+ 2g, (x— xq) du A t du, Àt 


tane (8.41) 
g= g, + b e% ot idit y b e ht хуу)+ 4u,À;t 
tb „е^ (x= Xg )+ 24, (07 xo) 4д À i+ 49, A; (8.42) 
式 中 : 
1 
| u, 2 h. 
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12 12 
2 
NN (u+ n,) + Q, + À) 
9 uH, ` (μι + μι) 
2 
g,7 —— — 2- Qu,+ 2iA,)+ — Qil, 2р )+ (2- c -i 
° нш, H 7 MEL utu 


À = 1— an. А = 1— μὲ 
а= 6,=1. LEEMAN х + оо m. uos DL | 0 κα. Ὁ δῇ 
条 件 。4, 和 4, 分 别 代表 第 一 个 和 第 二 个 暗 孤 子 相对 连续 波 背景 的 深度 ， 因 此 当 其 中 之 一 
为 0 时， 退化 为 单 孤子 。 例 如 ， 当 凡 0Η, 4-1, Kh 
1 


h l gC- κα) uar 

Н, BE, 
g> L ολα хаж с 214 — 2u, + 1 

Е H, Hh, 

于 是 
шег + 214 n + 1— 2р2 
u(x, t) Zu 
ue +l 


μι 归 到 指数 中 的 xu 中 去 ， 利 用 1= А + 所， 则 分 子 常 数 项 为 


2iÀ p, A Gu, Y = (Q, iu Y + À — А 


于 是 
z - 2 2 
e t (A,— in) + (A — A) 
их f) > ——— MM (8.43) 
e +1 
Z(x, D 2u,G— αι) AA nt 
КОШ. a = 1. 1 = 0 时 
e^ --1 | 
u(x, t) ^ у= tanh Z (8.44) 
e +1 


此 即 为 基本 本 孤子 .由 上 面 双 暗 孤 子 解 ， 可 以 分 析 暗 孤子 相 豆 作用 的 规律 ， 如 相互 作 
用 力 及 加 速度 随 二 者 间距 的 依赖 关系 ， 还 可 解 出 二 者 间距 随时 间 的 演化 。 
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第 9 章 


饱和 非 线性 支持 的 孤子 


Kerr 非 线性 是 光纤 折射 率 非 线性 响应 的 理想 描述 ， 它 仅 适 应 于 柬 强度 不 太 大 的 情况 。 
但 现实 中 ， 非 线性 强 到 一 定 的 程度 , 就 要 出 现 饱和 。 这 时 , 支配 孤 波 的 传输 方程 一 般 具 有 
T 1 δω 


i3, 2552 + N(u| )u2 0 


的 形式 ， 其 中 N() 可 能 具有 的 五 种 形式 是 : 
(А) NOD)= 1— e ' 

(k^ / 2n 

B) N= ————2 . 

(B) (η 1+ [no / (n. — n.n 


(C) N(n)= nnt 2) 
(1+ yp 


(D) No- Ἔ ат 


ο. 

模型 (B) 又 称 为 二 能 级 模型 ， 它 不 仅 是 光学 中 的 数学 模型 ， 也 是 等 离 体 等 领域 的 数学 
模型 ““”。 酸 性 玻璃 中 的 光学 非 线性 也 受 这 一 规律 支配 577 ， 在 文献 【28) 及 (29) 中 
给 出 了 方程 的 具体 形式 ， 并 分 析 了 光束 及 空间 暗 孤 子 在 这 种 介质 中 的 传输 。 

模型 (C) 和 (D) 是 文献 【160) 3 C115) 中 所 引用 的 一 种 饱和 非 线性 

模型 (A) 也 是 文献 C28) 中 提 到 的 一 种 非 线性 。 

文献 C178) 讨论 了 NO) 具有 截 短 多 项 式 形式 的 非 线性 介质 中 的 双 稳 孤子 。 然 而 ， 半 
导体 挫 杂 光纤 中 的 非 线性 则 由 模型 (E) 所 支配 , Kumar 在 文献 【27) 中 ， 用 不 变量 方 
法 研究 了 这 种 非 线 性 所 支配 的 Gauss 脉冲 的 演化 ， 本 章 分 别 研究 这 一 方程 所 支配 的 行 波 
孤子 解 和 kink 解 ， 高 阶 孤 子 的 演化 特征 和 孤子 相互 作用 ， 以 及 计 及 高 阶 项 后 ， 这 一 方程 
所 支持 的 小 幅 孤 波 解 。 


жон 饱和 非 线性 支持 的 孤子 —219— 


9.1 ”饱和 型 半导体 摊 杂 光纤 中 的 
明暗 孤子 行 波 解 


9.1.1 51% 


最 近 ， 半 导体 摊 杂 光纤 的 非 线 性 特性 是 光 开关 及 光波 导 领 域 的 重要 课题 13? 。 众 
所 周知 ， 在 半导体 挫 杂 光纤 中 ， 其 非 线 性 是 饱和 型 的 ， 不 是 Kerr 25-50 。 存 鉴于 
Jt. Kumar 从 慢 变 波 包 近似 出 发 导出 了 饱和 型 光纤 的 脉冲 传输 方程 9 


1 | en 
iq, 054. 1-1,4 ; |+ (9.1) 
lal 14] 


式 中 : 


A _ £ kn 
e oae Ro (5) 


kn, 1/2 x 
[xm στρ) 
o=] H o=- 分 别 对 应 于 反常 色散 区 和 正常 色散 区 ，A, 为 场 最 大 幅 值 ，v ,为 群 速 ，s， 
为 通常 的 Kerr Oo ε 为 介 电 常 数 非 线性 部 分 的 饱和 值 。 对 于 脉冲 在 这 种 系统 中 的 传输 
问题 ， 只 见 到 Kumar 在 文献 [27) 中 用 不 变量 方法 对 Gauss 脉冲 的 传播 演化 作 了 分 析 ， 
但 对 孤子 脉冲 (包括 暗 孤 子 脉冲 ) 的 传输 特征 尚未 作 研究 。 由 于 -- 般 包 络 用 作 光 开关 时 ， 因 
相 移 总 与 包 络 强度 相关 ， 因 而 只 能 对 脉冲 作 部 分 开关 。Islam £ A "UU 指出 ， 若 用 孤子 
脉冲 ， 可 达到 对 整个 脉冲 的 开关 ， 因 为 基本 孤子 (一 般 是 行 波 解 ， 也 叫 一 阶 孤 子 ，N= 1) 的 
整个 包 络 的 相 移 是 一 致 的 。 因 此 ， 给 出 式 (9.1) 的 基本 孤子 解 即行 波 解 有 着 极其 重要 的 意 
义 ， 因 为 只 有 光 孤 子 开关 的 发 展 才能 使 光 孤 子 通 信和 真正 得 到 全 面 发 展 。 本 节 给 出 式 (9.1) 的 
明 、 瞳 一 阶 孤 子 ( 行 波 ) 解 。 为 实验 及 进一步 的 理论 分 析 ( 如 耦合 ) 提 供 必要 的 参考 。 


9.1.2 一 般 行 波 解 及 其 性 质 
设 波 包 α(ξ, т) Ἢ 


4@. т)= u(t, те? (9.2) 
RAR 9.1) 并 分 离 实 部 与 虚 部 有 : 
2 
_ ut ; E - (2) “|+ uh(u!)- 0 (9.3) 
ди 1 [asa , 80 


显然 ， 9 有 一 特 解 使 式 (9.3)、 式 (9.4) 满 足 ， 即 : 
бе = D( 常 数 ) (9.5a) 
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δ = roro (9.55) 
这 时 式 (9.4) 变 成 
τ + oT% = 
上 式 表明 uč, τ) 有 行 波 解 uG— оте), WES 
z= τ-- σΤέ (9.6) 
并 代入 式 (9.3) 可 得 : 
2 
292-7 = az 一 ићи?) (9.7) 
2 
h(u2)= 1 一 la e i (9.8) 
u и 
а= р+ jor (9.9) 
5 ди / ὃτ- С(и) 代入 式 (9.7)， 再 对 t J ORA и? 积分 得 : 
G^ - p! 4 2cau — 20f (u^) (9.10) 
fe Σπ ών 0.11) 


X. рёди/ 6z 在 =0 时 的 取 值 。 对 于 明 孤 子 ( 非 拓扑 ) p-0 HEMEN pÆ 
0. 这 时 已 对 h(x)fE T AERE. ΗΣΑΠ) ΗΑΕ Duk ЖН. S| A BR: 


Е(и)= du 9.12 
(u) | PSA (9.12) 
gu) p 20au’ 一 28и?) (9.13) 

则 式 (9.10) 的 解 可 写成 
u= F'(z- z.) (9.14) 


RP, b 的 取 值 由 下 面 讨论 确定 ， 它 与 函数 g(u ) 的 零点 分 布 及 其 类 型 有 关 。 
为 讨论 glw ) 的 零点 分 布 及 其 性 质 ， 图 9-1 给 出 了 f(w ) 和 f,(w )= 
o(p’ /2+ cau J( 对 应 于 曲线 2. 3. 4а, ΗΕ df (wu )/ du τν, =1, HSU 是 
的 单调 增 函 数 ， 因 此 ，p=0 时 g(u”)=2o[au — f (u^ )] 的 零点 一 般 有 两 个 ( 即 图 形 中 
9—1 中 曲线 1 与 曲线 2 的 交点 ， 一 个 为 u=0， 另 一 个 记 为 u= и). ПЗ 0<a< 1( 对 于 此 
区 间 之 外 的 a 值 ， 只 有 一 个 零点 ,= 0). 
9-2 给 出 了 零点 xn ааа. ое, руно 时 ，g(u”) 只 有 一 个 零点 = 
u 0. ВЕ 9—1 中 曲线 4 与 曲线 1 的 交点 ， 相 交 条 件 是 -ceo< acl. M 9-2 也 给 出 了 
c—tL p#0 Rt, u В а 1. 4 6 =-—1, pz-0Bf. RAH p RIE XP a 必需 限定 到 
适当 范围 才 有 零点 。 在 一 定 的 条 件 下 ， 零 点 是 两 个 (图 9-1 中 曲线 3 与 曲线 1 
HATRA) HARU ) 与 曲线 Fo) 能 刚好 相 切 时 ， 两 个 零点 退化 为 一 个 ( 记 为 
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u= 4,)， 这 时 零点 4, 随 p 及 a 的 变化 曲线 由 图 9-3 给 出 ， 且 与 p 相对 应 的 斜率 a 什 
可 由 图 9—4 中 的 afp) 曲 线 给 出 。 根 据 式 (9.12)， 还 需 ди )> 0， 因 此 ，o=-1 Н p 坟 0 


Bf. dE Ox u^ < uj (wu; 为 这 时 较 小 一 个 非 零 零 点 值 ) 支持 行 波 解 ， 条 件 是 az alp), 
ΒΒ 9—4 的 上 半 区 域 。 


fon 


—9 —7 一 5 一 3 一 1 H 
ёй ο 
Μο (Т) f MRO 3. 4) 9-2 с=+1 Bf. Fb р ОО POSER АО 


2 p=0, а=0.67, с=+1; 零点 随 a 的 变化 曲线 
3 p=1.0, a=0.67, σ---1; 


4 p=2.0, a=—0.2, а=+1 


period solution region 


a(7) 值 


dark soliton line 


no propagating 
solution region 


.0 
0. 0 0.5 1. 0 1.5 
参数 ? 


9-3 0=—1 时 ， 各 种 p 的 取 值 所 对 应 的 9—4 ca) 曲线 - 
零点 随 a 变化 曲线 
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应 该 指出 ， 并 非 所 有 零点 都 是 u(z) 作 为 孤 波 解 的 极限 点 或 极 值 点 ， 因 为 这 些 零 点 还 可 
能 是 u(z) 作 为 周期 解 或 无 界 解 的 极 值 点 。 它 们 属于 哪 一 类 零点 应 由 下 面 给 出 的 准则 进行 判 
断 ， 最 后 确定 式 (9.1)~~ 式 (9.14) 所 代表 的 是 孤 波 解 还 是 周期 解 。 一 般 地 说 ， 设 u, Æ gu) 


的 某 一 零点 。 如 果 存在 某 一 s 使 lim[g(u )/ (u— u )']= 非 零 有 限 值 ， 则 当 s< 2 时 ， 


и, 为 非 极限 零点 ; 若 *> 2，u 为 极限 零点 。 任 何 偏离 这 样 的 :的 量 都 使 上 述 极限 为 0 
Ro, REXER s 无论 是 用 解析 的 还 是 数值 的 方法 ， 都 容易 找到 。 可 以 证 明 ， 当 s> 2 
Bi. w'(2)- dg(u')/dz|, , = 0, иа) = 0, (z= 0, =s Й, jk 


时 uc u, 为 u(z) 的 极限 值 ， 故 u， 称 为 极限 零点 。 如 果 gu) 在 两 个 极限 零点 之 间 取 正 


值 ， 则 存在 扭 结 解 ( 暗 孤 波 或 连续 波 背景 上 的 扭 结 属 此 类 )。 若 在 一 个 极限 零点 和 一 个 非 
极限 点 之 间 取 正 值 ， 则 存在 非 拓扑 孤 波 解 ( 明 孤 波及 连续 波 背 景 上 的 明 、 暗 孤 波 属 此 
类 )。 着 在 两 个 非 极限 零点 之 间 取 正 值 ， 则 存在 周期 解 。 对 于 捏 结 解 (基本 暗 孤 波 )， 

式 (9.12) + b= 0, ША u fE O< usc u, 区 间 积 分 ;对 非 拓扑 孤子 解 ， 取 为 非 极限 零 


点 ， 且 2 在 两 零点 之 间 积分 
9.1.3 BB. EMA 

当 a= +1, р= 0 时 ， 由 式 (9.13) 及 式 (9.11) 可 见 u= 0 是 gu’) 的 极限 零点 之 一 ， 
且 s= 2 设 另 一 零点 为 4,， 则 g(u”) 可 写成 


g(u )= g(u )— g(uj)- — 2o(u?— u?)w(u?) (9.15) 
式 中 : 


ь(и?у= a— Σ5 D [Σα ЧИШ | (9.16) 
ο οὐ ---- 
型 ， 式 (9.12) 中 的 b=wu。， 故 积分 上 、 下 限 的 范围 是 0< ux ως. 

当 o= — 1, p# 0 时 ，g(w ) 一 般 有 两 个 零点 ， 当 4a> 1 时 只 有 一 个 ; 当 a< αρ) Bf 
没有 零点 。 设 u 是 一 个 零点 ， 这 时 式 (9.15) 和 式 (9.16) u, 用 此 处 u, 代替 仍 适用 。 一 
般 情况 下 ，w(xt) 关 0， 因 此 这 时 w= u, 为 非 极限 零点 且 s= 1。 下 面 研究 为 极限 零点 
的 情况 ， 要 求 

»(и2)= 0 (9.17) 
于 是 有 


w(u^)- w(u^)- (и) 


- EC [Yet οἱ 
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© п π- 1 1-1 23 & 
(— 1) 2 n- 2 u 
= (и,— ӘС | уер > <) | 6.18) 
h= 2 #= 1 k= 0 k . 


HK (9.18), 3&9. 17) BD 
μα " 2 2 
а= yc 1) ш [е IE ἁγία) 


- n u du _ 
k и= и, 


因此 ， 只 要 当 u=u a= df (wu )/ du | _, mj, = (9.18) 即 可 得 到 满足 ， 这 时 w= u, 
k k 


(9.19) 


u= и 


就 成 为 g(w ) 的 极限 零点 ， 且 s= 2. sü (9.19) 代表 u= u, 是 图 9 1 中 曲线 3 与 曲线 1 


—15 —10 —5 0 5 10 15 
妇 一 化 距离 

l: a=0.7; 2 a=0.5; 3: a=0.3; 4: a=0.1; 5: а=0.03 
图 9-5 MRI 


一 10.0 一 5.0 0.0 5.0 10.0 


1: a=0.888, р= 1.880; 2: a=0.755, р= 1.405; 
3: a=0.372, p=0.581; 4: a=0.114, p=0.116 
图 9-6 有 暗 孤 波 解 
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相 切 的 条 件 ， 这 时 两 个 根 (交点 ) 并 合 为 一 个 ， 因 此 ， 在 图 9-4 中 ， 只 有 在 а= xp) 曲线 上 的 
参数 值 (a，p) 才 支持 暗 孤 波 ， 在 上 半 区 域 只 存在 周期 行 波 解 。 图 9-6 给 出 了 几 种 瞳 孤 波 解 。 
顺便 指出 ， 当 o>0 时 ， 由 式 (9.18)， 在 pO 时 ， 零 点 wi 了 关 0， 因 此 ， 在 w <u, ` 
的 区 域 ，w(wu )> 0, +E (иг) < 0。 这 就 是 说 ， 当 p# 0 时 ， 当 oa< OBI εἰ» 
0(0< w < ui)， 因 而 有 行 波 解 ， 但 当 a> 0 时 ， 在 0< и < ul PETRE. HEIE 
Җ (9.12) 中 的 b= 0. 


914 Bj. AMERRE 


函数 Fw) 一 般 要 通过 式 (9.12) 和 式 (9.13) 的 数值 积分 得 到 ， 但 还 可 以 表示 成 级 数 展开 
A 3 o =+] fl p=0 BF, u=0 PRE SG 的 二 阶 零 点 (5= 2)， 故 可 作 如 下 展开 : 


Ер 


m= 1 


2 © т+ 1 
24k (— 1) үт \ 
(zaer) Στην") ] 620 


— 


97 8 аа, (9.21) 
Е 1 1-1 (一 1” k+ 1 k 1 1 
ΠΣ pr NS 上 πα L4.,5, 022) 
于 是 
1 ио - 1 2. ke] i ΚΑΙ 
С(и)= 575 lone Уат) — (и) l! (9.22) 
上 式 给 出 了 明 孤 波 解 。 


对 于 o= — 1, р 关 0 时 的 暗 孤 波 解 ， 根 据 式 (9.15) 和 式 (9.18)， 当 式 (9.19) 满足 时 
© п п— 1 1-1 2 k 
в(и?)= Au? — и*у»(и?)у= 2(u2 — С «ΥΣ, τ) | 


k= 0 
k 


于 是 可 设 


-.Ι., 1 y 2.4 
еби?) V2 G+ 20( -- и) a ) 
Bp 
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(Èa, (u^) ")[z52 uy ΣΣ( =) |. 


上 式 第 二 括号 中 的 展开 式 可 以 改写 成 


ILE e- EE) 


式 中 : 

b= S => (u DU 
4 C,- GD Y d- 1- Db, 
则 式 (9.23 为 и 


РЕЯ [Ec eo |= l 


k 
设 A, = Σα, „а, 
n= 0 


则 式 (9.26) 可 化 为 
КОЛЛЕГА 
即 
È| Хас, Je )-1 
于 是 有 : 
п= 0: A,C,7 1 
п> 1: БАС, = А 
由 此 解 出 : 
EE 
0 |Ο, 
a=- 51 


与 前 一 步骤 相同 ， 积 分 后 可 得 G(u)， 由 Reduce 语言 ， 容 易 计 算 任意 项 _ E 
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(9.23) 


(9.24) 


(9.25) 


(9.26) 


(9.27) 


(9.28) 


(9.29) 


(9.30) 


(и, + uyu, 一 万 的 


积分 表达 式 。 
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91.5 小结 


本 节 给 出 饱和 型 半导体 挫 杂 光纤 传输 方程 的 一 般 行 波 解 ， 这 对 研究 光 孤 子 开关 和 全 光 
通信 有 着 极其 重要 的 意义 ， 正 如 本 节 在 第 一 部 所 述 ， 它 是 开展 这 方面 研究 的 必要 基础 。 由 
于 解 的 一 切 性 质 取决 于 式 (9.12) 函 数 g(w )， 我 们 对 函数 g(w?) 的 性 质 及 其 对 应 的 行 波 的 形式 
作 了 比较 完整 的 分 析 ， 并 提出 了 极限 零点 和 非 极 限 零点 概念 及 对 行 波 解 的 类 型 进行 判断 和 
对 式 (9.12) 进 行 积分 的 准则 。 在 参数 空间 中 ，o >0 时 ，p =0 支持 明 孤 波 解 ， 但 要 求 
0<а< |; p0 ВЕ 0< <q (и, ЗЕ 0 值 零 点 ) 区 间 无 行 波 解 在 < e +co 区 间 有 
无 界 周 期 解 。o< 0 8, p0 B ea=a@) 时 ， 支 持 暗 孤 波 解 ; 其 它 情况 只 有 有 界 和 无 界 周期 
或 元 行 波 解 。 


9.2 饱和 光纤 孤子 分 类 与 孤子 序列 相互 作用 


支配 半导体 摊 杂 光纤 中 脉冲 传输 的 是 Kumar-NLS 方程 ， 我 们 在 上 节 中 对 这 个 方程 
的 孤子 解 ， 作 了 系统 的 行 波 分 析 ， 包 括 暗 孤子 行 波 解 。 由 于 对 Kumar-NLS 方程 的 高 阶 
孤子 及 孤子 相互 作用 (多 孤子 解 ) 作 解析 分 析 是 不 可 能 的 ， 因 此 只 能 借助 数值 分 析 ， 因 为 人 
和 非 线性 ， 使 得 标准 NLS 孤子 的 阶 的 定义 不 再 适应 ， 这 一 点 将 在 下 面 分 析 中 看 到 ， 在 那 
里 ， 我 们 对 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 孤 子 作 了 重新 定义 。 

同上 节 一 样 ， 我 们 所 依据 的 数学 模型 是 Kumar-NLS 方程 C9 ， 即 式 (9.10)， 模 拟 中 
的 数值 初 值 是 


и(0, т)= Nsech т (9.31) 
对 双 孤 子 的 数值 初 值 是 | 


u(0, т)= N , sech (r+ а) N „sech [-- а) (9.32) 
对 于 多 孤子 的 数值 初 值 ， 依 此 类 推 。 
9.2.1 饱和 Kumar 型 NLS 方程 的 孤子 分 类 


由 于 式 (9.1) 中 的 饱和 因子 ， 使 非 线性 项 受到 很 大 程度 的 削弱 。 因 此 ， 对 标准 NLS Jy 
程 来 说 ， 当 式 (9.31) 中 N=1 时 ， 即 可 使 非 线性 平衡 色散 ， 使 波 保持 不 变 ; 但 式 (9.1) 中 的 
非 线 性 相对 弱 得 多 ， 于 是 ， 使 非 线性 与 色散 相 平衡 的 广 值 必定 是 大 于 1 的 某 一 数值 ， 如 
果 找 到 了 这 个 值 ， 就 找到 了 一 阶 孤 子 的 定义 值 。 

我 们 通过 扫描 搜索 ， 发 现 这 个 值 大 约 在 1.4 左右 ， 如 图 9—7 所 示 。 N=1.2 时， 演化 
是 不 稳定 的 ， 但 N=1.4 时， 演化 基本 趋 于 稳定 ， 但 仍 微小 起 伏 。 结合 后 面 的 分 析 ， 可 以 
看 到 ， 式 (9.1) 是 不 支持 sech 形状 的 孤子 解 的 ， 从 图 9.1 中 的 第 一 条 线 到 第 二 条 线 ， 波 峰 
被 削减 成 较 平坦 的 形状 ， 宽 度 略 变 宽 ， 以 后 便 无 大 的 变化 ， 因 此 ， 用 别 的 适当 函数 作为 初 
始 注 人 应 该 说 更 好 一 些 ， 但 用 sech 函数 也 不 妨碍 我 们 的 分 析 。 因 为 ， 孤子 系统 会 自动 演 
化 成 与 自己 相 适应 的 波形 ， 这 一 点 我 们 已 从 图 9-7 中 看 到 了 。 我 们 也 计算 了 N=1.0 的 注 
人 (图 上 略 )， 结 果 是 传输 大 约 在 归 一 化 上 距离 3 后 完全 消失 。 于 是 我 们 认为 N<1.4 对 应 标准 
NIS 方程 的 N< 1.0， 那 么 入 增 大 到 多 少 可 认为 是 二 阶 孤 子 呢 ? 
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I 
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¿— M — --------ῇ 
上 一- 一 > — 
TL AR 
¿———— 5 ἔτι 
1 Z¿———— 一 一 -一 一 一 A 
ο 0 
t 40 t 40 
(b) (c) 


图 9-7 孤子 的 演化 
(a) N=1.2; (b) N=1.4; (c) N=2.6 
9-8 给 出 了 N=3.0，N=4.0，N=5.0 时 孤子 演化 ， 可 以 看 到 ，N=3.0 时 ， 还 保 


孤子 的 演化 


图 9—8 
(a) N=3.0; (b) N=4.0; (ο N=5.0 
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持 稳定 传输 ， 但 当 入 = 4.0 时 开始 出 现 周期 性 明显 抖动 ，N= 5.0 就 更 为 明显 ， 因 此 可 一 
阶 孤 子 值 域 范围 是 1.4< N< 4.0， 我 们 还 模拟 了 其 它 幅 值 注入 ， 发 现在 2.0< N< 2.6 范 
围 拌 动 最 小 。 . 

图 9 一 9 给 出 了 N= 7.0, 9.0, 12.0 时 演化 ， 当 N= 7.0 时 基本 保持 着 单个 峰值 ， 但 
当 N= 9.0 时 出 现 双 峰 与 单 峰 周 期 性 交替 现象 ， 因 此 当 N> 7.0， 可 认为 进入 三 阶 孤 子 ， 
或 者 说 二 阶 孤 子 范围 是 4.0< N< 7.0. 

9—10 给 出 N=13.0, 15.0 和 =12.0( 即 图 9-9(e) 的 延长 ) 的 演化 ， 当 入 =15.0 时 出 
现 三 个 峰值 ， 可 以 认为 这 时 进入 四 阶 孤子 状态 ， 因 此 三 阶 孤 子 范围 是 7.0< N< 15.0. = 
阶 孤 子 及 四 阶 孤 子 演化 过 程 中 ， 与 标准 NLS 方程 比较 ， 双 峰 或 三 峰 状态 持续 时 间 长 得 
多 ， 而 且 第 一 次 出 现 的 多 峰 状 态 所 持续 的 时 间 几 乎 是 第 二 次 及 其 以 后 出 现 的 多 峰 状 态 持续 
时 间 的 二 倍 ， 如 图 9-10(e) 所 示 ， 第 一 次 将 近 传 输 归 一 化 距离 90， 以 后 是 周期 性 变化 ， 每 
周期 持续 时 间 将 近 归 一 化 距离 45. 


图 9-9 孤子 的 演化 
(а) N=7.0; (b) N=9.0; (c) N=12.0 


9.22 饱和 Kumar-NLS JRM RHEA 


饱和 光纤 中 ， 和 孤子 相互 作用 与 标准 NLS 方程 的 情况 大 不 相同 ， 有 下 面 几 个 特点 : 

第 一 ， 必 须 有 足够 的 初始 间距 ， 否 则 ， 初始 注 人 可 能 成 为 上 节 所 述 三 阶 孤 子 的 一 个 双 
峰 状 态 ， 这 当然 也 要 求 М, М, 不 很 小 。 如 图 9-11 中 N,=2.0,` №=2.0 8, 34 A=8 
和 A=10 时 ， 都 会 合并 ， 再 作 周期 性 变化 ， 但 当 A=12 时 ， 才 出 现 无 相互 作用 传输 。 
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9—10 孤子 的 演化 


Ξ120 


-15.0 (с) М 


13.0; (b) N 


(a) N 


-N,-20 


П AXPLFTHEI/EH N, 


(a) A 


图 9 一 


=12 


10; (с) Δ 


， 非 等 幅 注 入 仍 能 减 小 相互 作用 。 图 9-12 给 出 了 (a) N 92,0. N,=1.7, 


8; (b) A 


第 二 
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А=8; (b) ΝΙΞ2.0, Λ,-23, Δ-8; (с) Ni=2.0，N=2.3，A=10 的 情况 ， 图 9—12(a) 
与 图 9-11(O) 比 较 ， 初 始 间 距 相 同 ， 但 其 一 是 吸引 合并 ， 另 一 个 则 排斥 。 图 9-12(c) 与 图 
9—11(b) 比较 ，A 相 同 且 为 10， 但 图 9-12(c) 已 消失 相互 作用 。 


9—12 双 孤 子 相互 作用 

(а) N,-20, Ν,-1.7, A-8 
(b N,-20, N,-2.3, A=8; 
(c) Ν,--2.0, N,=2.3, A-10 


第 三 ， 在 一 阶 孤子 的 情况 下 ， 可 通过 控制 峰值 (在 一 定 范围 内 提高 峰值 ) 来 抑制 相互 作 
Ж. 图 9—13(aXN i= N,—3.0. A-10)5 Ë] 9-11(5) 相 比 ，A 是 相同 的 ， 但 相互 作用 被 前 
弱 了 。 

第 四 ， 峰 值 小 到 一 定 程度 ， 孤 子 合并 后 不 再 分 开 ， 而 且 峰 值 越 小 ， 并 合 越 快 。 比 较 图 
9 一 11(a) 和 图 9-13(b) (N,7 N,=1.6，A=8)， 容 易 看 出 。 

第 五 ， 通 过 小 幅 值 近 距 离 双 孤子 注 人 可 实现 单 孤子 (一 阶 孤 子 ) 稳 定 传 输 。 图 
9-13(c)(M=16，N=1.6，A=4) 给 出 一 例 ， 双 孤子 注入 可 采用 双 源 耦合 交替 注 人 ， 这 样 
可 减 小 对 光源 输出 功率 的 要 求 ， 这 对 实际 应 用 有 着 重要 的 意义 ， 尤 其 对 饱和 光纤 ， 我 们 已 
经 看 到 ， 产 生 一 阶 孤子 所 需 功 率 比 普通 光纤 大 2—9 fi. 


923 小结 


本 文通 过 数值 模拟 Kumar-NLS 方程 ， 首 先 研究 了 各 阶 孤子 存在 的 幅 值 区 域 ， 对 一 
阶 孤 子 是 1.4< N< 4.0， 二 阶 孤子 是 40x N< 7.0， 三 阶 孤子 是 7.0< N< 15.0。 同 时 ， 
发 现 高 阶 孤 子 的 多 峰 状态 持续 时 间 很 长 。 最 后 ， 研 究 一 阶 孤子 的 相互 作用 ， 明 确 了 前 述 五 
个 方面 的 特性 。 本 节 虽 然 只 研究 了 半导体 摊 杂 饱和 非 线 性 光纤 的 孤子 特点 ， 上 述 所 得 结论 
也 同样 适应 其 它 类 型 的 饱和 非 线性 。 例 如 ， 上 节 中 所 给 的 其 他 形式 的 非 线性 项 ， 所 不 同 的 
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只 是 饱和 非 线性 的 强度 不 同 而 已 ， 因 此 ， 只 是 上 述 各 阶 孤 子 值 域 范围 有 所 不 同 。 


9—13 双 和 孤子 相互 作用 
(а) N=N,=3.0，A=10; 
(b ΝΙΞ N,=1.6, А=8; 

(с) ΝΙΞ 1.6. N,=1.6, A-4 


9.3 饱和 非 线 性 光纤 中 的 小 幅 孤 波 
931. S|W 


本 节 将 以 下 面 方程 为 例 ， 研 究 半 导体 摊 杂 饱和 非 线 性 所 支配 的 小 幅 孤 波 解 。 包 含 各 
高 阶 项 的 Kumar 一 NLS 方程 是 5 


2 3 | А 
8 e + uf Qul) ET — iru — ΡΟΝ (9.33) 
式 中 : 
1 e” 
fn 1 一 "M FE (9.34) 
A (1, 1-5 
g(m- τ 7 + P )e (9.35) 


1 n, 1⁄2 
s ο k ;) (9.36) 
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E ] К оо kn, 1/2 (9.37) 
τε жуы 
Жа (26) 给 出 了 上 述 归 一 化 尺度 与 原 尺 度 的 对 应 关系 。c<0 代表 反常 色散 区 。 在 
o>0 的 正常 色散 区 ， 标 准 NLS 方程 支持 kink 解 ( 称 为 基本 上 暗 孤 波 ) 和 小 幅 上 暗 孤 波 “1” 。 
对 后 者 有 : 


u(x, t)= [u + a(x, yj Pont eoo (9.38) 
1 Ζ 2ν 

= 1 = = 一 9.39 

a(x, t) 5%” sech (5 ) Q(x,t) TC (9.39) 

Z= 2vu,| 1- c(1— ον κ] c= + 2и, (9.40) 


本 节 找 出 了 方程 式 (9.33) 的 具有 式 (9.38) 形式 的 小 幅 明 、 暗 孤 波 ， 并 分 析 了 各 参数 区 
域 中 的 孤子 特征 。 


932 Ле МЯ 
研究 表明 ， 对 于 人 饱和 非 线性 NLS 方程 ， 应 把 小 幅 孤 波 解 修改 成 
u(x, D= [u + а(х, е e? (9.41) 
ЛЕЕВ Е. 2009.41) 52009.38) K PEF ZUP BO 2u x 修改 成 2px， 将 式 (9.41) 
代 人 式 (9.33) 并 分 离 实 部 与 虚 部 有 


— (u + a)(2p+ ге )- ода 4 о(и + а)( y ) 
ὃ ôt 
1 2а За e^ 1 3 232 
+ (u, + " z(- u 7 zy и? [1- (+ u, )a+ (3+ 7 2u; )а I 
= ΠΝ δα φ 5 - дф 
= Кор ass ΕΙ Κων DÈ + atu, of 
2 - иі 
。 " "m e _ [ι-- (>+ и, )а+ (3+ EM ма)? ]) 
u, "ο πρ δρ Mo “0 
+ O(a ) (9.42) 
2a да дф д? 
эх 7 ar ar t (u, + ат} 
= p- да (дф до 9 φ 
Да 35r ( )- )(u + ааг = 
2 0 
MM ° 
u u u u 
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26. 1 3 δα 
P (+9 Je Š u? A s Ж 2u aJa 19 
- 2+ uae aò- (1- ΤΝ τ) 
0 
e^ 2 А 32 
一 [1- (+ z)e* (2xi+ 3 十 "2 | 
ο” 4 10 да 
ma [1- (me re (2; ++) а || κο) 03) 
式 中 ， 已 假定 a(x, )«и,, ВЕТКЕ: 
а= cav ва + == p= ep + εφ ... | (9.44) 
c-í(t—cx) z= εχ u= ОЧ) а= οί!) B= 0() | 
下 面 分 别 两 种 情况 分 析 ， 即 : 
«= O(e°) (9.45) 
和 
«= O(c) (9.46) 


它们 分 别 适应 于 较 长 的 脉冲 和 较 短 的 脉冲 。 因 为 x 与 脉冲 宽度 成 反比 ( 见 文 献 〔192] ), 
决定 了 式 (9.33) HE о 项 的 贡献 大 小 。 


1. a= O(e ) 的 情况 
将 式 (9.44)、 式 (9.46) 代 入 式 (9.43) 并 分 离 O(e ) 及 O(e ) 项 得 : 


да, д Ф, 
CA + ΡΝ 0 (9.47) 
да, д°ф, да, 0a, дф, ^o, 
(m + our )- dz (IL tar ) 
09, 2°, da, да, 
= (m o) P ) + zD JD (9.48) 
将 式 (9.44) 和 式 (9.46) 代入 式 (9.42), HB O (6), O(c ) 及 Ο(ε ) ΠΕ: 
2 
1 р 1 
P= 50+ στ τσ] | (9.49) 
0 u, 
09, D a, 
QU ыс (9.50) 
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3 


9 9。 09, 
= — биз + Русу" 95D 
A: 
2 
— e "9 _ и? 
D = 1- 2р+ © 2 зет (9.52) 
u 
0 
1 3 - 2 — и 
e oe 0 А 
u, uo 
u? 1 u 
e ° e ° - и> 
р, = 7 — — + 3 + 2и ° (9.54) 
0 u u, 
l e ^ 
D =u, —+ , (9.55) 
0 0 
TEX (9.50) 代 人 式 (9.47) 可 得 
— τν _ и? 
c= + {0р = + oe Ὁ) _ 2e °] (9.56) 


0 


将 式 (9.50) LA (9.48) 和 式 (9.51)， 并 利用 式 (9.56) 消去 p， 和 a,， 得 Κάν 方程 : 


aa D a 25р 38р да 2 θα 
2 4 ap Yoo (0 ‚3с 28D, > (5+2) 9 
д2 u 2 J дт с и uo 0 дт c δι᾽ 


0 


= (9.57) 
2. a= О(є°)#&} Ж, 
这 种 情况 ， 重 复 前 面 步骤 分 别 得 到 : 
да, 2°, 
(c— aD) + Cuo T =0 (9.58) 
да д?ф да да дф д? 
- І 1 | Uo — το 0 
E aD) Tu | az + 1 AE + ат ) 
дф д? 3a да 
= ДЕЙ x a e 24D, a, (9.59) 
Р= jn ° —— L| 
Uo u, 
09, D a, 
дт i uc— aD (9.60) 
σφ, p дф да дф 
С а) + ра, |- μα az + са, a σ z + си ( a ) + D,a? 
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20, (9.61) 


将 式 (9.60) 代 和 人 式 (9.58) 得 到 波 速 的 方程 
(c— aD Xu ce— ар )= ou D, 
式 (9.59) 和 式 (9.61) 联 立 得 标准 KdV 方程 


3 
0a, да, да, 

— 4 — ° = 9.63 
Aot 4,2657 4, PE. 0 (9.63) 


(9.62) 


式 中 
_ и (С ар.) А 
! aQc— aD, 
30D, 2(c— aD Gu bi+ D,— cb) 2ab D, (c— zD ,) 
= 一 一 一 一 一 十 + 一 一 一 一 一 一 一 
2 uc~— aD, Di D, 


Á 


+ 3Bu bi + 240, 
_ σ(ο-- xD.) + Bb u (c— oD,) 
? р, D, 
bp- 


1 ис aD, 


+ В 


式 (9.57) 有 孤 波 解 (x= O (e^) 
а,= n sech {+ λη[τ-- (v, + v,mz) (9.64) 

式 中 : 

2u o D + Зос + 3cBD 
— Cuar D t 356 + 32р) (9.65) 

12(σ u + 2си cB) 
‚= t D,u, 
u, 

2u o° D + σο + 3fcu ᾿ 

=—9095 I$ ..---- (9.66) 


y = 
2 бси 00 


09.63) (= Oe) 
2a 4, 4, 
а„= nsech | 一 οσο (9.67) 
以 上 是 参数 "分 别 为 两 种 尺度 情况 下 的 小 幅 波 解 。 


9.3.3 ДМ НЛ. EMRA ERFARE 
由 式 (9.64) 和 式 (9.67) 可 知 ， 在 % 取 两 种 尺度 情况 下 ， 均 能 支持 明 、 暗 小 幅 孤 波 解 。 可 
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ΜΙΝ, FEMU WD > 0， 因 此 ，x= O(e? ) 的 情况 下 ， 只 有 oo 0( 即 正常 色散 
区 ) 才 支持 小 幅 明 、 障 孤 波 ， 在 式 (9.65) 中 ， 当 4>0 时 为 明 孤 波 ，4< 0 时 为 暗 孤 波 。 孤 波 
存在 区 域 由 式 (9.56) 确 定 ， 但 明 、 暗 孤 波 存在 区 域 由 式 (9.65) 决 定 。 下 面 只 讨论 a= OG) 
情况 下 的 参数 区 域 。 对 于 “= O(e ) 情 况 ， 参 数 区 域 的 讨论 要 简单 得 多 ， 可 作 类 似 讨论 ， 

在 x=O0) 的 情况 下 ， 由 式 (9.62) 可 以 看 到 ， 

c= x [Pmt р.) Jv Du D - e D,D,-cwD)] 98) 
因此 ， 无 论 是 在 正常 色散 区 (c > 0)， 还 是 在 反常 色散 区 (co< 0)， 式 (9.62) 都 有 实 解 ， 只 要 
« (Dust DU — Au (0 D,D,— su D )> 0 (9.69) 
即 上 式 确定 了 孤 波 存在 的 区 域 。 但 明 、 暗 孤 波 的 区 域 则 由 式 (9.67) 中 4 , / (124 ,) 的 符号 确 
定 ， 当 符号 为 正 时 ， 支 持 明 孤 波 ; 符号 为 负 时 支持 暗 孤 波 。 

图 9-14 一 9-15 给 出 了 几 种 不 同色 散 值 ( 即 二 阶 色散 σ 和 三 阶 色散 БШЕК. ВН. πὲ 
IREO u ) 参 数 空间 存在 的 区 域 。 其 中 ， 纵 轴 是 yx, ， 横 轴 是 “ 。 这 里 ， 只 考虑 式 (9.68) 
中 到“ 二 号 时 情形 ， 对 于 取 “ 一 号 时 情形 ， 也 有 类 似 的 特点 ， 此 处 从 略 。 从 图 9-14 和 
9-15 中 可 看 到 ，o 相同 时 ，8 越 大 暗 孤 波 区域 越 小 ; 但 当 6 相同 时 ，o 增 大 时 ， 支 持 瞳 法 
波 排骨 形 区 域 增 大 ， 但 排骨 形 区 域 的 另 一 半 随 其 轮廓 线 收缩 为 “ 零 " ( 即 向 大 а 值 漂移 而 消 
失 在 视 场 中 ) 而 消失 。 


0 2 4 a 


明暗 孤 波 分 界线 
X: σοι, 8—0.05 
HE: с=01, B=0.25 
0 分 界线 左边 及 其 连通 域 (标志 “+") 存在 明 孤 波 大 部 分 区 域 (|a) 及 其 连通 域 存在 明 孤 波 
分 界线 右边 区 域 (标志 “一 ) FERME 其 它 ( 标 有 “一 ) 区 域 存在 暗 孤 波 
9—14 明 、 暗 孤 波 存在 区 域 。 Æ 9-15 明 、 暗 孤 波 存在 区 域 
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在 反常 散 区 ， 即 < 0， 从 图 9—16 和 图 9—17 中 可 看 到 : 当 |o| 增 大 时 ， 无 孤 波 解 区 域 
增 大 ， 即 分 界线 右 移 ; 当 不 变 ， 有 增 大 时 ， 明 和 孤 波 区 域 收缩 ， 即 明 、 暗 分 界线 总 趋势 是 
绕 排 骨 形 区 域 顺 时 针 旋 转 。 式 (9.67) 表 明 ， 明 上 暗 孤 波幅 值 1 仍然 可 以 任意 给 定 ， 但 要 保证 
小 幅 条 件 。 这 种 明 、 暗 孤 波 在 一 个 连续 波 背 景 上 的 演化 和 传播 ， 就 如 同一 个 标准 КАУ 孤 
子 的 行为 。 事 实 上 ， 任 何 一 个 小 幅 明 、 暗 脉冲 (可 以 不 是 标准 孤子 ) 在 这 个 连续 波 背 景 上 的 
演化 、 传 播 、 甚 至 相互 作用 和 碰撞 特征 都 同一 个 标准 KdV 系统 的 脉冲 行为 完全 一 样 。 注 
意 到 ñ 是 作 0(1) 处 理 的 ， 因 此 ， 这 一 结论 也 适合 于 零 色 散 点 附近 及 较 短 脉 冲 。 在 文献 
C102) rp, B B=0.051， 在 零 色 散 点 附近 可 取 到 O(1). 


no small- 


amplitude . 
no small - amplitude soliton tegion 


soliton 


region 


ΒΗ. EIER EK 


实 线 : с=—01, β-005 明 、 暗 孤 波 区 域 分 界线 

Фё: о=—0,1, β-10 实 线 : o —1.0, β-005 
标志 “+" 区 域 及 其 连通 域 存在 明 孤 波 虚线 : στ--1.0, B=0.5 
标志 “一 区 域 存在 暗 孤 波 图 9—17 明 、 暗 孤 波 存在 的 区 域 


图 9—16 明 、 暗 孤 波 存在 区 域 及 无 孤 波 区 域 
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第 10 章 


高 阶 效应 与 小 振幅 孤 波 


10.1 零 色 散 点 附近 的 小 振幅 孤 波 


10.1.3 5]Ё 


虽然 Hasegawa 等 人 早 在 1973 年 就 预言 在 反常 、 正常 色 散 区 存在 明 孤 子 和 上 暗 孤 子 
解 ， 因 明 孤 子 较 早 地 被 Mollenauer 等 人 的 先驱 实验 所 证 实 ， 其 理论 和 通信 应 用 研究 得 到 
.了 全 面 的 发 展 。 由 于 暗 孤子 实验 较为 困难 ， 直 到 最 近 才 实 现 O 5 。 尽 管 暗 孤 子 在 抗 噪 
声 、 抗 相互 作用 方面 优 于 明 孤 子 "!22 ， 只 因 其 实验 技术 复杂 ， 其 通信 应 用 前 景 目前 显得 
上 暗淡。 然而， 它 对 研究 正常 色散 光学 介质 的 非 线性 动力 学 无 疑 是 有 重要 意义 的 ， 因 这 类 实 
验 结果 要 借助 于 正常 色散 区 内 的 孤 波 现象 进行 处 理 ， 包 括 利用 本 节 后 面 所 揭示 的 存在 于 正 
常 色散 区 内 有 小 振幅 明暗 孤子 解 。 

本 节 的 目的 在 于 解析 地 分 析 零 色散 点 附近 正常 色散 区 内 具有 的 孤 波 现象 ， 为 使 决定 孤 
子 传输 特性 诸 因 素 得 到 较 全 面 的 考虑 ， 本 节 还 计 及 了 光纤 增益 及 损耗 和 自 感应 Raman Ж 
应 。 实 验 及 理论 都 已 发 现 自 感应 Raman 效应 能 使 明 孤 子 产生 频 移 (0^ 09 22. 09. mag 
暗 孤 子 却 产生 破坏 性 的 影响 “22262372 。 本 节 分 析 结果 表明 ， 在 零 色散 点 附近 的 正常 色散 
区 内 存在 加 载 于 连续 波 背 景 之 上 的 小 振幅 明 孤 子 解 和 暗 扳 子 解 ， 其 稳定 性 取决 于 传输 方向 
以 及 它 在 参数 空间 中 所 处 的 区 域 。 


10.1.2 连续 波 背 早上 的 小 振幅 珀 波 解 


在 零 色散 点 附近 ， 二 阶 色散 减 小 使 得 它 与 三 阶 色散 有 相同 量 级 的 作用 ， 当 计 及 自 感应 
Raman 效应 和 光纤 增益 g 及 损耗 7 时， 方程 应 为 “3” 


‚ди д?и a. і д 
ке. — o— — ib— + Ι(-- + {1+ -一 
. e Tad x 0 g)u ШЕ T дт ) 


. СЕ (1 一 zl f,G- anota ]- (10.1) 
ο Raman 响应 函数 ， 可 通过 频 域 实验 曲线 得 到 ， 由 文献 (31) 中 的 图 3 
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RAP. f,(t— 的 的 响应 时 间 约 100— 200 fs(1 = 10^ s)， 因 此 对 于 ps 孤子 来 说 是 极 短 

的 ， 而 且 接近 于 d6(D / dr 的 波形 (5(0) 是 Dirac 函数 )， 因 此 ， 在 ps 情况 下 ， 把 六 (一 OB 

dó 7 dr 代 之 ， 并 可 忽略 式 (10.0 中 最 后 一 项 的 一 六 ον 经 过 重新 尺度 变换 并 赋予 各 参 
0 


数 新 的 意义 ， 式 (10.1) 化 为 


2 2 
i oo 2] u= aule 


这 时 а, о, В, у, 分 别 正比 于 Raman 自 泵 系数 、 二 阶 色散 、 三 阶 色散 和 光纤 的 (y— g) 
系数 。 当 B= y. = а= 0 时 ， 式 (10.2) ΜΙΑ UU 


—:1 2 Du* 
μία, t)= u ΩΝ (10.3) 


3 
- dy us uo (10.2) 
: t 


дир: 

z= 2vu.(t— 1 一 24и x) 

А= 1— ν΄ (10.4) 
因此 与 反常 色散 区 的 明 孤 子 不 同 ， 暗 孤子 是 单 参量 孤子 。 当 4= 0 时 ， 式 (10.3) 给 出 基本 
WMF 


u(x, 0)= u tanhu e (10.5) 
当 y Ти, ЖЛ ЕНДИ 
καν Do [n Fup e (Z) eth n (10.6) 
式 中 : 
o% D=- E (10.7) 
z=xu |: ea ] cxx, (10.8) 


注意 到 式 (10.6) 中 的 sech’ 正 是 KdV 方程 的 单 孤子 解 。 正 是 这 个 原因 ，Kivshar 7 UD 
们 寻求 下 面 形式 的 小 振幅 孤子 解 


u(x, t)= [u + a(x, rj? ert mm 5 (10.9) 
将 式 (10.9) 代 入 式 (10.2)， 并 分 离 实 部 与 虚 部 有 : 
да д? дф да дф 
ὃς 一 ΡΝ (Aes е) 


_ _ θα ὂφ д? дф ΕΝ, до \ da 
= — y, (u, + a)+ "6: 252 )- A E) J| поло) 
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дф op _ ὂφ Pa 2 
(БЕ — δρα) Е σι (e) + E Gu, a 


_ да 2 3 дф ] 
- - 2027 (и, + a) + [2а + oa( £) 


дад p дф δα до V? 
" Ple, 4 οὔθ. E ο ο τ TIT (u, + a) |) (10.11) 


tor t 
作 尺 度 约定 并 寻求 行 波 解 
u= O(1) b= οί) o= O(1) 


y,7 OG) а= OG) 

a= εἶα) tea te | (10.12) 
3 

Фф = еф + € p, + оов 


3 
t= (t— cx)e Z= £ x 


将 式 (10.12) RAA (10.10), 5X (10.11) 分 别 得 到 : 


0a, 0 9, 
CU ΡΞ 0 (10.13) 
да 9, f. 00, да, 09, да, 
(он, ? ) г дт дт 9 ac? )- д2 
δα дф. д Фф 
- _ 0 _ 0 0 
= уи, Д aj ΠΕΡ ] (10.14) 
09, 
u (с a, )- 0 (10.15) 
дф | 09, 09, 2 да дф, 
u (с + 4а, )+ ca + = ) — 6—3 + Gua, u, 27 
3 
да дф 
= 2аи, = Bu, A (10.16) 
其 中 ， 已 令 = 1， 因 它 已 把 各 级 量 分 离开 ， 式 (10.13) 和 式 (10.15) 有 解 条 件 是 
с? = 4си, (10.17) 
这 时 
дф, 4и c 
667 το T gt (10.18) 


R (10.17) 决定 了 形式 解 式 (10.9) 只 适用 于 正常 色散 区 о >0。 将 式 (10.18) 代入 
X (10.14)、 式 (10.16), ЖН ф,. а, 可 得 : 


да, да, θα, 
ΤΝ AMA аг 一 ep(a,) (10.19) 
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2€ ; (10.20) 
' 2Bc+ σ 


12и (20° + cf) 


_ (10,21) 
* [008+ o’) 
δα 
[nos 2αι’σ P = | 
T 
= (10.22) 
(a) (2βε + o^) 
作 变 换 
A,a, 
"6 
z 
= 一 一 (10.23) 
y A 
WR (10.19) 左 端 化 为 标准 Кау 方程 的 形式 ， 即 
Ow ôw Ow . 
Xm: 
2 
sp(w)= B,— В," (10.25) 
дт 
_ 41си, (10.26) 
' 6(28с+ o^) 
2αμσ 
B,- — (10.27) 
2Вс+ с 


34 ep(w)— 0 Bf, πὲ (10.24) 即 为 标准 KdV 方程 。 在 ep(w)z Of, ΑΕ KdV 方程 解 中 的 参 
量 看 作 是 了 的 慢 变 函数 ， 即 


w= —2u'(ysech'Z | Z= щ(у)[т— ἔθ)] (10,28) 

则 文献 【110] 给 出 了 uo) & £6) 的 演化 解 : 
E = — 7 sp(wysech^ 242 (10.29) 
$ = ἀμ’. 二 | spe 7 sinh 2 |sech^zaz (10,30) 


将 式 (10.25) 代入 式 (10.29). πὲ (10.30) 可 得 : 


£0)= 4 | u άν’ ë, (10.31) 
0 


H _ 
dy 155^ C 58,1 (10.32) 
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将 式 (10.32) 回 到 原来 尺度 ， 并 注意 = 1 时 z= x， 则 有 : 


| „| (10.33) 
μας |“ 7 8, 
8 acu. 
= ә 0 
b = 15 c 
2 2 
ун (20 + cf) 
=- (10.34) 
2(28с-+ c ) 
Mb / b, >08, Ж 
b, 1⁄2 b, 
加 c tanh [24 b,b, (x— x) ( >) 
p=! | (10.35) 
b 1/2 b 
加 tanh[2 6,6, (xz 一 x 9) 
1 1 
x =- — ЗАДАН <0 (10.36) 
0 4d 2,ὃ, ш b, / b, 
xb /b <0 时 ， 有 : 
b 1/2 
u= —sgn(b,) [22| tanf2 5 5. œ- х„)] (10.37) 
] 
1 μι 
=— LL LLL aret m 10.38 
x, sm 2 (DX ERE ση. ( ) 
以 上 μι X х= ORIRE sgn(b ) 为 5 的 符号 函数 。 将 式 (10.28) 回 到 原 尺度 ， 
A 
αρα, 0= = — u (х)весћ р(х) сх £(x)]) (10.39) 
0 
式 中 : | 
2 
4 = c Qe + с) (10.40) 
(20 + cfl) 
这 就 是 连续 波 背 景 上 的 小 振幅 孤 波 解 。 


10.1.3 ”小 振幅 明 、 障 孤子 的 传输 特性 


由 式 (10.35)、 式 (10.37) 可 知 ， 当 bs/ bi>0 时 ， 孤 波 能 稳定 地 传输 ， 最 终 稳定 幅 值 是 
2 1/2 

и? = k ] | (10.41) 

° (16ac(2Bc - с )) 

fH34 b, /b < 0 时， 孤 波 幅 值 不 断 增加 ， 最 终 使 小 振幅 近似 失效 。 当 u 增加 很 大 时 ， 对 

应 于 А> 0Q > 4), Bib, / b, <0 时 ， 暗 孤 波 演化 成 基本 暗 孤 子 ， 明 孤 波 将 消失 在 连续 
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波 背景 上 。 使 孤 波 达到 稳定 状态 或 改变 小 振幅 状态 的 特征 距离 是 
ax | | | (10.42) 
4ασγ u (20 + Be) 
Ag 的 符号 决定 了 孤 波 类 型 ， 即 : 40>0 时 ao<0， 对 应 小 振幅 暗 孤 子 ; Ao<0 时 对 应 小 振 
幅 明 孤子 。 图 10-1 给 出 了 ycG>0， 即 y>g 或 g=0 时 存在 明 、 暗 孤子 的 各 个 区 域 。 在 参 
数 空间 的 左 半 部 分 ， 预 言 了 在 8< 0 的 情况 下 也 将 存在 正 向 、 反 向 传输 的 稳定 ( 工 ， 正 ) 和 
一 致 增幅 ( 媒 ) 的 小 振幅 暗 孤 子 和 逐渐 消失 的 明 孤 子 (I )。 但 目前 实际 光纤 都 是 6>0 的 情 
况 ， 由 图 10—1 和 表 10—1 可 知 ， 在 £0 的 右 半空 间 存 在 正 向 传输 (C >0) 的 小 振幅 暗 孤子 
解 (V )， 其 幅 值 逐 渐 增 大 并 稳定 到 人 ， 传 输 速 度 逐 渐 减 小 到 稳定 值 ， 中 心 频率 向 远离 堆 
色散 点 方向 移动 ， 此 时 传输 速度 (空间 中 ) 和 中 心 频 移 分 别 是 : 


y- Flext &(х)]= chi- τη (10.43) 
X [4 
4u, 全 44 


可 见 频 移 最 终 趋 于 稳定 。8>0 的 右 半空 间 中 的 负 向 传输 (c< ОЛЧЕ ВН ΤΝ, ΠΒ 
不 稳定 性 ， 其 幅 值 一 致 增加 ， 最 终 使 小 振幅 失效 ， 可 能 变 成 基本 暗 孤 子 ， 频 移 向 着 零点 色 
散 点 方向 进行 的 ， 且 在 V 区 的 孤子 传输 速度 随 x 而 减 小 ， 但 大 区 的 V Bü x 而 增加 。 人 三 区 
的 小 振幅 明 孤 子 幅 值 逐 渐 增 大 到 稳定 值 hs。， 因 而 其 速度 也 逐渐 增 大 到 稳定 值 ， 频 移 向 远 


图 10-1 参数 空间 各 区 域 的 孤 波 型 和 幅 值 演化 曲线 
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—— -1 ES 


ум иим | 
二 二 三 三 三 三 
FEF 


Owa ο Le E EERLEITIC -一 -一 
до, эгуу = 
离 零 色散 点 方向 进行 。 如 果 所 >c/ 2(2peto)， 则 存在 一 点 χι. Эң x> x B$, IV CRI 
孤子 出 现 向 正 向 传输 到 4 后 又 返回 向 负 向 传输 。 在 V 区 经 过 xy Д 
Шо) = 人 /2(2pc+o”) 距离 之 后 暗 孤 波 返回 向 正 向 传输 ， 有 关 JV，V τος 
为 ， 本 文 结果 与 文献 CD6. 137 结果 具有 -一致 性 ， 即 反 向 传输 孤子 将 演变 成 基本 旱 孤 
子 ， 但 正 向 传输 孤子 并 不 衰减 消失 ， 而 是 稳定 到 一 定 的 幅 值 ， 由 式 (10.41) 可 见 ， 当 Jo=0 
时 ， 吧 一 0 这 正 是 文献 《10) 的 结论 ， 因 此 ，Raman 自 感应 效应 对 小 振幅 暗 孤子 是 破坏 
性 的 ， 但 光纤 的 增益 和 损耗 对 它 却 是 建设 性 的 . 


10.1.4 光纤 放大 增益 的 作用 与 明 、 障 孤子 苇 换 


在 不 考虑 光纤 放大 增益 色散 和 增益 饱和 的 情况 下 ， 式 (10.1) 中 的 8 是 与 z 无关 的 党 
ЖО? 。 这 时 ， 解 式 (10.39) 和 式 (10.40) 也 适用 于 光纤 放大 器 中 的 孤子 演化 。 从 式 (10.34) 
#1 20 (10.40)-- R (10.44) n] И, 34 g>y Ei y < 0 Е, 3 10-1 中 除 δ. δι 2F, Ay b, 
Αν, Ao 均 不 改变 符号 。4o 不 改变 符号 意味 荐 在 各 个 区 域内 波形 均 不 变化 ，b,/ δι 改变 符 
号 导致 孤 波 振幅 μ᾽ ΒΕ x 的 演化 规律 改变 ， 即 由 tanh(。) 式 演化 变 成 tan(。) 式 的 演化 或 与 
此 相反 。 应 设法 沿 光 纤 方向 控制 增益 g， 使 在 一 些 分 段 上 уо =y-g< 0， 而 在 另 一 些 分 自 
上 YG>0。 在 V， 讶 区 ， 当 孤 波 沿 光纤 由 yo< 0 分 段 进入 y6>0 的 分 段 时 ， 非 稳定 小 振幅 
暗 孤 子 将 演化 成 稳定 的 暗 孤 子 ， 而 YI，JV 区 的 稳定 的 明 、 暗 孤子 演化 成 一 致 增幅 的 孤 波 ， 
在 YY 区 最 终 形成 基本 瞳 孤子 ， 而 W 区 则 演化 出 一 个 大 振幅 明 孤 子 (这 时 小 振幅 近似 失效 ) 
反之 亦 然 。 此 外 ， 调 整 5 5 的 相对 强度 ， 使 参数 点 穿 过 V ，W 两 区 边界 ， 则 (26 半 Be) 大 

小 减 小 到 0 后 再 改变 符号 ， 如 果 在 光纤 长 度 方向 控制 vc 和 有 使 其 在 参数 空间 发 生 上 述 恋 
化 ， 则 可 实现 小 振幅 明 、 暗 孤子 的 相互 转化 ， 这 样 的 转化 在 证 VI 两 区 边界 面 上 穿 过 时 不 
能 发 生 ， 由 式 (10.34)、 式 (10.37) 可 知 ， 当 穿 过 界面 时 ，/2->co， 使 小 振幅 近似 失效 。 有 鉴 
于 此 ， 我 们 设想 在 沿 光纤 长 度 方向 分 段 控制 光纤 参数 ， 使 相 邻 两 段 的 参数 分 别处 于 V 区 和 
WE 区 ， 并 相应 地 把 处 于 V 区 的 分 段 的 增益 控制 到 较 大 的 值 ， 使 yo=y-g< 0， 而 使 处 于 WI 
区 的 分 段 的 增益 满足 yo > 0， 这 样 ， 当 孤 波 沿 光纤 传输 时 就 可 实现 稳定 小 振幅 明 、 暗 孤子 
交替 转换 ， 如 果 能 沿 光纤 长 度 方向 提取 这 种 交 蔡 转换 信息 (比如 说 通过 分 路 结构 )， 则 可 用 
于 光 计算 机 集成 光路 中 的 逻辑 、 运 算 元 件 . 


10.1.5 小 结 
在 计 及 Raman 自 感应 和 光纤 增益 及 损耗 的 情况 下 ， 零 色 散 点 附近 正常 色散 区 内 可 存 


+ 
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在 小 振幅 明暗 孤 波 解 并 有 如 下 特性 : 

(1) 在 正 向 传输 情况 下 ， 只 存在 逐渐 增幅 并 趋 于 稳定 的 暗 孤 波 ; 

(2) 在 反 向 传输 情况 下 ， 存 在 趋 于 稳定 的 明 孤 子 (WI 区 ) 和 趋 于 基本 暗 孤 子 的 非 稳定 小 
振幅 暗 孤 子 ; 

з) 在 一 定 条 件 下 ， 到 区 的 稳定 暗 孤 子 ， 在 向 正 向 传输 一 定 距 离 后 又 返回 负 向 传输 ; 
V 区 的 非 稳定 小 振幅 暗 孤 子 又 可 能 向 负 向 传输 一 定 距 离 后 返回 向 正 向 传输 ; 

(4) 当 增 益 强 于 损耗 时 (YG< 0)， 只 改变 幅 值 演化 规律 ， 即 前 三 条 中 的 稳定 变 成 非 稳 
定 ， 而 非 稳定 则 改变 成 稳定 ， 其 它 性 质保 持 不 变 ; 

(5) 沿 光纤 长 度 方向 控制 参数 变化 使 其 穿 过 V 、VI 边 界 并 相应 地 控制 增益 系数 ， 即 可 
实现 稳定 的 小 振幅 明暗 孤子 的 相互 转化 ， 这 一 现象 可 望 用 于 光 计 算 机 集成 光路 的 逻辑 、 运 
算 元 件 ， 由 于 这 种 用 途 的 光纤 工作 在 正常 色散 区 ， 又 不 需 过 低 的 损耗 ， 较 容易 实现 。 


10.2 非常 色散 区 自 变 陡 效 应 支持 的 小 振幅 孤 波 
10.21 引言 


Fi 3E BE Ak ЛУ (self-steepening) 是 影响 光纤 中 孤子 传输 的 重要 因素 之 一 ， 文 
献 “ DO 的 工作 表明 ， 这 一 因素 将 带 来 一 系列 新 的 动力 学 特性 ， 如 自 变 陡 效应 支持 
kink 解 …“”， 它 还 引起 脉冲 偏离 对 称 性 “名 。Gordon UP? 指出 这 一 效应 与 光纤 延迟 响 
应 相关 。 在 超 短 脉冲 (100 fs 以 下 ) 情 况 下 ，Raman Η 泵 效应 (intrapulse Simulated Raman 
Scattering) 的 影响 是 显著 的 ， 包 括 三 阶 群 速 色 散 项 及 损耗 在 内 的 诸 因素 都 将 影响 甚至 改变 
光纤 中 脉冲 传输 的 非 线 性 动力 学 特性 。 此 外 ， 有 相当 一 类 的 实验 结果 也 要 借助 于 脉冲 的 传 
输 ， 尤 其 是 对 孤 波 现象 进行 处 理 ， 因 此 ， 研 究 在 这 些 效应 共同 支配 下 所 决定 的 新 的 非 线性 
动力 学 特性 有 着 重要 的 意义 。 

与 上 节 类 似 ， 本 节 基 于 连续 波 背景 上 的 小 振幅 近似 0089779 ， 研 究 自 变 陡 效 应 对 孤 
波 传输 动力 学 的 决定 作用 。 研 究 结果 表明 ， 在 计 及 损耗 和 Raman 自 泵 光纤 中 ， 不 仅 正 常 
色散 区 存在 小 振幅 明 、 暗 孤 波 ， 而 且 在 非常 色散 区 也 存在 小 振幅 明 、 暗 孤 波 。 我 们 知道 ， 
通常 情况 下 ， 在 二 区 域 中 只 分 别 存在 暗 孤 波 和 明 孤 波 ， 但 本 节 结 果 给 出 两 区 域 中 的 新 的 孤 
该 解 ， 尤 其 是 在 两 个 区 域 中 分 别 发 现 了 与 通常 类 型 相反 的 孤 波 解 。 此 外 ， 讨 论 了 新 孤 波 的 
传输 方向 、 稳 定性 及 频 移 与 参数 间 的 关系 ， 


10.2.2 ЖН KdV 方程 与 小 振幅 珀 波 解 


飞 秒 脉 冲 在 非常 色散 区 中 的 传输 方程 是 O0 3. 10 
ðu 1д?и 2 .Du ...29 TOP "CIE 
dx 2393 N (u| u= 0 - isN эт Чч“! u)+ N vul (10.45) 
式 中 ，56 为 三 阶 色散 ，s 为 自 变 陡 系 数 ， τι № Raman 自 泵 系数 。 为 简单 计 ， 取 N= 1, 
并 先 考虑 б= 0 (意味 着 充分 远离 零 色散 点 ) 的 情形 ， 这 也 是 为 了 突出 自 恋 陡 效 应 的 影 
ΠΗ. EER х= 20, г= t. ZER (10.45) 中 加 入 光纤 损耗 ， 则 变 成 
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aul" 
дї 


i 一 PY 2|u^u- το хи 


~ ipf Qul w- iyu (10.46) 


AB. а= 27р, p= 2s B= 20. y,— y— εὐ 为 损耗 ，8 为 增益 )。o 可 取 任 何 值 ， 当 
σ--! 时 即 为 式 (10.45); σ»0 时 代表 正常 区 的 色散 ; o< 0 则 为 非常 色散 。 当 а=0, 
р=0, y, =0 Bf, Zakharov 和 Shabat““- 给 出 了 暗 孤 波 解 其 中 包括 小 振幅 暗 孤 波 解 
є 050, pO y. 30 时 ， 我 们 仿照 ， 寻 找 下 面 形 式 的 小 振幅 孤 波 解 


i2u2 x+ ip(x, 1) 


u(x, D= [u ας, D]e °° | (10.47) 
将 式 (10.47) 代 入 式 (10.46)， 并 分 离 实 部 与 虚 部 有 : 
à д? дода, д д 
Ξ- ud — (irse te. — y (u + a)— 3p(u, + a) S | (10.48) 
(à à д д? 
«(oe - 4uoa )+ [&- Gu (A) + PS - 
д дф V! д 
= 一 2 5 (u, + a) + [22° + (22) |- p(u, + a) ү (10.49) 
为 寻求 行 波 解 作 尺度 约定 | 


4-00) σ-οα) р= О() »,-0() а= ο() 
2 4 3 
а= ва„+&аү+** p= t Eg Tt (10.50) 


3 
t= (t— cx)e 2= ЕХ 


由 式 (10.50)， 分 别 从 式 (10.48)、 式 (10.49) 得 到 : 


2 


да, Ф, 20а, 
съ + au, E UA (10.51) 
2 2 
δα д Фф | дф, да д Ф. да 
1 1 0 0 0 0 
Cure je Ry 
да 0а, 
= yat 6pu a a + 3pu oE (10.52) 
дф . 309 | 
(rrt 4% }-- P (10.53) 
дф, дф, до „ «1 д°а, . N дф, 
(с + 4и d, )+ са, AX tc CE ) — 9—3, + биа ~ u 
204 дф, 209 
= 2аи, vx 3pu,a,—— ap + pu,—— (10.54) 


其 中 ， 已 令 e= 1， 式 (10.5D、 式 (10. SAKET: 
c= c, + pu, 


Җир: 


. dy 
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¿=putujputd (10.55) 
于 是 有 


(10.56) 
ο, 0=а,= 0 是 平凡 解 ， 式 (10.55) 表明 ， 只 要 p'u, >4lal， 形 式 解 不 仅 适应 正常 散 


区 (o > 0)， 还 适应 非常 色散 区 (0 < 0)。 将 式 (10.56) 代入 式 (10.52)、 式 (10.54) 并 消去 o, 
和 a,， 然 后 作 变换 : 


w= 2ο 
6 
2 
y= — — (10.57) 
A, | 
可 得 标准 KdV 方 程 的 微 扰 方程 : 
3 

.Ow ` ὂν ôw — 

- д?» 
ғр(и)= B — B,—- (10.59) 

T 
2 
y u A, 206и, 
В, δα. „= с . (10,60) 
p 
dou; 
1+ ς х, — 2α 
= р - [ 
A, = x; 2 z, (10.61) 
4си с  lóo u. бои 10ρισ 
a= 一 二 一 一 一 一 一 一 (10.62) 
c с р с 
P P 

2 1 

d 0 
= c t, = 


(10.63) 
R (10.58) 中 ¿p= 0 时 ， 即 为 标准 KdV 方程 。 当 epu 0 时 ， 其 解 可 看 作 是 变 参 量 KdV 
e (110) , Bp . 


w(. τ)-- — 2и (ysech^Z 
Z= щу)[т— £0)] 


To 
dp - — | &p(w)sech! ZdZ 


(10,64) 


(10.65) 
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ἀξ 1 (5 lii 2 66 
ду = 4u — 二 | Bo) z+ > sinh Z |sech ZdZ (10.66) 
将 式 (10.59) 代入 式 (10.65). = (10.66)， 再 回 到 原 尺 度 并 注意 到 z= x(e— 1)， 可 得 : 
. du _ a b, 
E = |: ; | (10.67) 
ἔ(α)-- -- 4f μ΄ (z)dz (10.68) 
| νο 
式 中 : 
8B, 
b = 154, 
В, 10.69 
45, /b, »08i, HAIEBMIEA и) @, δρ’ ]， 可 以 有 
b - 
р (x)= ръкав 5, (x— х,)] (10.70) 
b /b 
х= т MULT — (10.71) 
bb, — (b,/ by и? 
M b, /b «0m 
u` = — sgn(b,) m кап, [о x,)] (10.72) 
2 
х = Gm | (10.73) 
0 2 sgn(5, 45, Zb | [5,7 b| 
到 此 可 以 有 : 
a (x, 1)= ο uoto cx 一 元 | exa | (10.74) 
o 
12 3c? 4 c 
2"p 
32u c, Δ b, 5 VISA 
^b. (а) е 5 - οσο (10.76) 


f 
12 
A= c [3+ + 二 + sgn(p 413-2, (+2) (10.77) 
T, 
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G = 4σις p, ри, σ,- 一 (10.78) 
Р, 
lóu?c ασ | 
b= αρ Stoute, (10.79) 


A (10.74) RR (10.47) 给 出 了 小 振幅 明 、 暗 孤子 解 。 
10.23 ”了 现 波 解 类 型 及 其 传输 特性 


孤 波 演化 规律 的 类 型 取决 于 δ), b, 的 符号 ， 而 其 波 型 ( 即 明 、 暗 类 型 ) 取 于 A 的 符 
9. tan(* ) 波 形 取 下 降 形式 (xs 和 x ) 还 是 上 升 形式 (x*> αι). RAF δι 的 符号 ， 当 4o>0 
时 为 明 孤 波 ，Ao< 0 时 为 暗 孤 波 。 令 A=0 可 得 求 根 方程 ， 由 式 (10.77)，ci=0 是 一 个 
根 ， 另 外 两 个 根 由 


(σ, 1 le;+ 80,— 80,— 20)= 0 


0,720. 967 3657; 


sssi 


(a) 


Ε10-2 A 在 各 区 域 中 的 符号 分 布 
(а) XX(10.55)À" 4^ 号 时 ; (b) 式 (10.55) 取 “一 "号 时 


图 10 一 3 “, 及 /的 符号 分 布 
(а) 4+ sgn(p,)-0 时 ; (b) + sgn(p, )« 0 时 
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确定 。， 显 然 ，c2i=-1，o2z=0.967 365( 当 o,< 0 时 ， 上 式 第 二 括号 无 实 0 点) 是 其 零点 ， 
155 k (10.77) 8 € sgn(p) 0 时 所 得 的 A 记 作 A， 而 + sgn(p)>0 时 记 作 Al。 则 Ai 的 
零点 是 ocx=ozl=-1 和 cl=-0， 且 对 于 任何 o> -1 ΒΒ Δι/ ор 0。A 的 零点 是 
0,—0,,70.967365 和 σιΞῦ, H?4 0,50, Hf Δ./σι»0, 34—1< σς 0, W À / o < 0. 
由 此 可 得 到 A 在 各 区 域 中 的 符号 ， 如 图 10-2 所 示 。 图 103 给 出 了 c 和 上 的 符号 分 布 ， 
借助 这 些 分布 ， 容 易 讨 论 任何 情况 下 的 孤 波 类 型 及 演化 规律 。 下 面 只 简要 讨论 x>0( 文 献 
(14) 中 ， 取 x=2x (0.5, 10, 2.0) р> 0( 文 献 [142) Ф p —2x (0.25,0.1,0.5)) 的 情 


图 10—4 小 振幅 明 、 暗 孤 波 存在 的 区 域 及 其 演化 曲线 
(а) 速度 c= cl=0 且 xyc>0 时 ; (δ) 速度 c= c, H. ayç > 0 8 
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Bh. ® 10—4 的 图 (a) 和 图 (56) 分 别 给 出 了 aya 2 0 (24 оус< 0 时 ， 演 化 规律 互 换 即 可 ， 即 


tanh(* ) 一 一 tan(*)) 时 ， 对 应 于 с =2ри+, | p u, + 4си? Жс, = 2pu,— Vp us 4си? 
两 种 速度 的 波形 及 演化 规律 。 可 以 看 到 ， 对 于 c= ει 的 孤 波 ， 在 p>0 的 区 域 ， 当 y>g 或 
S=0( 即 yg 0) 时 ， 在 正常 区 ， 反 常 区 分 别 存 在 稳定 的 和 增幅 的 暗 孤 波 ; 当 ?< g( 即 
Ye< 0) 时 ， 反 过 来 ， 两 域 的 暗 孤 波 分 别 变 成 增幅 的 和 稳定 的 (根据 式 (10.76))。 但 对 于 c= с, 
的 孤 波 ， 在 p>0 的 区 域 存在 稳定 的 明 孤 波 和 增幅 的 暗 孤 波 ， 且 在 ус> 0 时， 两 区 域 的 明 
孤 波 都 是 稳定 的 ; 但 在 yo< 0( 即 ?< 多 时 ， 明 孤 波 都 变 成 增幅 的 ， 而 暗 孤 波 成 为 稳定 的 。 
增幅 孤 波 的 幅 值 增加 到 一 定 程度 ， 式 (10.30) 中 的 小 振幅 近似 失效 ， 这 时 ， 暗 孤 波 很 可 能 趋 
近 基 本 瞳 孤 波 。 对 于 其 它 特性 ， 如 频 移 、 特 征 变 化 距离 、 速 度 演化 等 ， 可 按照 上 一 节 方法 
作 类 似 的 讨论 。 


10.2.4 三 阶 色散 的 作用 | | | 
当 三 阶 色 散 较 大 时 ， 应 予以 考虑 。 下 面 设 三 阶 色散 5 ~ O(1)， 这 样 既 可 以 针对 较 长 
脉冲 工作 在 零 色散 点 附近 的 情形 ， 也 足以 针对 超 短 脉冲 ， 如 飞 秒 (fs) 脉冲 。 在 式 (10.46) 
考虑 5 ~ Ο(1) 项 时 ， 重 复 前 面 过 程 ， 仍 可 得 式 (10.55), πὲ (10.57)、 式 (10.58) 和 
式 (10.59), 不 过 其 中 系数 ERER (10.60) 和 式 (10.61) 应 由 以 下 各 式 给 出 : 
4и? ΝΑΙ е, 


4 = 一 一 一 一 一 一 一 | (10.80) 
c (4u? B+ с ,9)+ с "B 


2 2 3 2 
4- 2u „(24u ‚с В+ 12u.c ap^ lóu.c + Зс pt 12c ,5 一 4c co) (10.81) 
2 f c [du B+ c,0) + c^ В] 


2 2 2 2 2 3 2 
_ yc u Q4u,c, B 12u.c op 1би о + Зс p+ 12c ,0 一 45, εσ) 


10.82 

3[4u, B+ c,0)o- cf] (1082) 

24? oC, 09 | 

В,= 一 了 一 一 一 一 . (10.83) 
(du, B+ c ,90* с >P | 


于 是 微 扰 Кау 方程 的 孤 波 解 及 其 参数 演化 ， 在 形式 上 由 式 (10.74)、 式 (10.70) 和 
A (10.72) 给 出 ， 而 且 式 (10.69)、 式 (10.71) 和 式 (10.73) 的 形式 仍然 有 效 。 所 不 同 的 只 是 
其 中 系数 有 所 变化 ， BA (10.69). = (10.75) MR (10.76) 应 用 下 列 各 式 代 换 : 


lóxoc, и? 


b= ———— | (10.84) 
15(4u; G+ c 7 | 


2 2 2 3 2 
= Yt huie Pt Vus op 1614074 З3сур+ 12суа-— dc en) (10,85) 
| | 


b 2 2 21 . 3 
6[(4u B+ c,0) t c, BIAu,c + с,) 


2 4 2 2 2 2 3 2 : 
bb 8aoyc u, (24u c, B+ 12 6 opt l6u c + Зе pt 12e ,2— 4c , εσ) 
45[(4u B+ c,0)o + c^ Ваиз + c^» 


1 2 


(10.86) 
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b 5y24u^ c B+ 12u^c ор+ 1би с + 3c! p+ 125-σ-- 4c co) 


— = — ———— — (10.87) 
b 32eo[(4u; В+ cv0)a 十 c,h] 
2 2 

бс [(4u, B+ c o)o+e 

A,- e LL tH (088) 
A, u (24u c, B+ 12u,c ,op+ lóu,c + 3c p+ 12c ,5 一 4с ἐσ) 
2 2 

4. SVP 2,0) с В) | (10,89) 
Αι 4и о + с, 


”到 此 ， 不 难 讨论 在 参数 空间 (о, В, up р, Y) 中 明 、 暗 孤 波 分 布 。 


10.3 增益 色散 及 双 光 子 吸 收 所 支持 的 小 幅 孤 波 


10.31 引言 


在 最 近 10 年 中 ， 光 孤子 已 得 到 充分 而 广泛 的 研究 ， 主 要 是 由 于 它 在 光 处 理 、 光 开关 
及 光 通 信和 方面， 有 巨大 的 应 用 潜力 。 明 孤子 在 多 种 情况 下 的 各 种 动力 学 行为 已 得 到 充分 的 
研究 ， 支 持 明 孤子 的 条 件 是 载波 于 处 于 反常 色散 区 ， 然 而 对 于 正常 色散 区 中 的 非 线性 动力 
学 ， 需 借助 暗 孤 波 和 小 幅 孤 波 进行 研究 。 众 所 周知 ， 挫 饵 光 纤 的 极 化 弛 豫 时 间 Tp 导致 了 
增益 色散 ”。 在 实际 中 ， 材 料 损耗 总 是 不 可 避免 。 一 般 情 况 下 ，Kerr 非 线性 介质 的 非 
线性 折射 系数 的 虚 部 则 来 源 于 双 光 子 吸收 ""* ”。 本 文 就 是 研究 这 两 种 效应 在 微 扰 情 况 
下 的 小 幅 解 析 暗 孤 波 解 ， 并 给 出 两 类 暗 扳 波 在 参数 空间 存在 的 区 域 。 计 及 这 两 种 因素 并 不 
考虑 增益 饱和 时 ， 有 如 下 方程 : 


2 
ди ди . 2 А 
rx (с т + Q iy Jul u= — you (10.90) 


AB. о 是 群 速 色散 强度 ， 且 >0 为 正常 色散 区 ，c< 0 为 反常 色散 区 ， y,7 1,8372, 
=L,G@— 6,1) C139 ), y, / 2 为 非 线性 折射 系数 的 虚 部 与 实 部 之 比 “”” , 

X, 72x/ Ly, t, (7x/ v,)/ Το и=А/Р/ t, Т, Τι L, το” pu 

BKE T 和 PP, 分 别 是 脉冲 宽度 和 峰值 功率 。 方 程式 (10.90) 也 是 文献 (38) 的 一 种 特殊 

情况 ， 在 文献 C182) 中 称 之 为 非 线 性 Schrodinger-Ginzburg-Landau 方程 。 下 面 研究 三 

个 ?项 作为 微 扰 情况 下 的 小 振幅 孤 波 ， 在 下 面 ，x, 0, 仍 用 x. 表示 。 

10.3.2 ” 微 扰 分 析 与 小 振幅 孤 波 


我 们 知道 ， 对 y,，yG，3 均 为 零 的 非 线 性 微 扰 方 程 ， 式 (10.90) 有 小 振幅 暗 孤 子 解 ， 具 
有 下 面 形式 : 


ибх, t) [u + a(x, re t ve? (10.91) 
式 中 : 


第 10 章 高 阶 效应 与 小 振幅 孤 波 —253— 
а(х, t)» 一 3uov sech’ | Z | 
y 
eG, )= — —— 
.— 20-4 e^) 
=2 1 2 — 
z= vu,| 一 «(17 5» Jx] c= + 2u, 


当 三 个 ?项 以 微 扰 出 现 于 方程 式 10.90), 我 们 假设 式 10.90) PAA (10.91) 形式 的 小 振幅 
孤 波 解 ， 但 这 时 a(x, t) 和 p(x, 7) 不 再 取 上 述 形 式 ， 而 是 缓慢 变化 的 。 下 面 确定 它们 的 
具体 形式 。 将 式 (10.91) ΑΛΑ (10.90) 并 分 离 实 部 与 虚 部 ， 有 : 


2 2 
3 2 дф дф да дф 

— 2иу— ua ирг aio icut ar) 

—2 дадф _ + д°ф 2 3 6 2 6 2 3 

EFT δι y, CN ат + u + u a+ άρα + 2а = 0 (10.92) 

9a да д д? õa д 
ôx QT alu, + т + hat y, Qu + ӘС) + y, (u, + a) 

= — Y (u; а) (10.93) 

作 下 列 尺度 假设 : 


=O s=00() 

y,706) у,= οι) y,= οι) 
; (10.94) 

P= sp t E Q, + + 


t= (t— cx)e x= εχ 
将 式 (10.94) RAR (10.92) MR (10.93)， 分 离 各 级 变量 并 令 s= 1( 相当 于 把 8 吸收 到 各 变 
量 之 中 ) 可 得 : 


(10.95) 


θα д? д 2 
с си ==! + 29... τομ ὃ 9 _ да, 
дт дт дт ? дг” 


д р (10,96) 
1 0 
"(с + 4и а )+ ca, + eut X ) 
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由 式 (10.95) 可 得 
c 99, 97 
EE 0099 
R 
ολ-- Аси, (10.98) 
联 立 求解 式 (10.96)， 并 利用 式 (10.98) 消 去 其 中 4 和 ww ， 因 而 有 
0a, 6c ο. δα, co ба, 
wi (24, σ γα ат э? 
à'a, 3 
= — y uT MA — 7,1, (10.99) 
如 果 作 变换 : | 
` f= т bz | 
g= 2 (10.100) 
则 式 (10.99) 可 化 为 微 扰 KdV 方 程 : 
0a, 0a, δία, 
ΣΤῊΝ ΗΝ 一 &p(a,) (10.101) 
cu 2 д?а си 
ғр(а „)= — + Ly e + у, (10.102) 
а σ af! σ 
. 24u | 
b= y, 4-5 A, m — (10.103) 
再 作 变 换 : 
4, 
w= 76 % 
=- L 
E у= - 178 
ΒΑ (10.101) 化 为 标准 KdV 方程 的 微 扰 形式 : 
w,— бию + w = Piw) (10.104) 
_ д?» 
ἐρίν)-- B — В, э? (10.105) 
式 中 : 
A 
B = —— Vt uoy,) 
2 
B,= 气 ?， 
σ 


利用 文献 【110] 的 方法 ， 可 求 出 式 (10.104) 的 绝热 近似 解 
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w= —2u (y)sech'Z Z= po~- čO) 


中 的 时 间 慢 变 参 数 演化 为 : 
du 1 ii - 2 
dy ^ 4g B ερ(ν) sech ZdZ 
dé 


ἀξ _ Ay =] son) Z+ 1 sinh z |sech'z 47 
Αμ Jo 2 


Bp 


¿0)= af K ONY €, 
将 式 (10.107) 回 到 原 尺度 


式 中 : 


н 2 
b,= — Oet uoy,) 


当 b, / b, >0 时 ， 式 (10.109) 有 解 : ` 
[b 
, g C tanha2yo,b, (一 xi (u η) 


p= 
[i eme fice x, ) &' <р) 

җир: 

μι b,/ b, 


| 

- 
VOCE, 
щ р /Ь <0 时 ， 解 是 


μ-- sgn(5,) | y tan{2/ |b b, [ία-- x,)l 


式 中 : 


2 
1 Hp 
Хорь arctan| ——— — 
u, 是 x= 0 时 4 的 取 值 ， 于 是 a,(x, 中 具体 形式 为 
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(10.106) 


(10.107) 


(10.108) 


(10,109) 


(10,110) 


(10.111) 


(10.112) 
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a (x, t)» 一 > (x) sechi u(x)[r— (e+ b)x— ECAR (10.113) 
| 0 
式 (10.113) 和 式 (10.91) 给 出 了 方程 式 (10.90) 的 小 幅 暗 孤 波 解 。 


10.3.3 两 类 隘 孤 子 的 参数 区 域 及 传输 特性 


由 上 面 分 析 已 经 看 到 ， 在 不 同 的 参数 区 域 ， 存 在 不 同 演 化 类 型 的 小 幅 暗 孤 波 ， 它 们 由 
式 (10.11D、 式 (10.112) 决 定 。 式 (10.98) 意 味 着 >0， 因 此 ， 这 种 小 幅 孤 波 只 能 存在 于 正 
常 色散 区 ， 孤 波 演化 类 型 取决 于 


2 


ο 


2 1и, 2y ) (10.114) 
Б T Roy, 00+ uo, : 


根据 式 (10.113)， 由 于 o > 0， 因 此 ， 这 种 小 幅 孤 波 也 只 能 是 暗 孤 波 。 式 (10.114) rp y, 
= (a— eL, Bt yot uiy, = GL, иу) ESL, Жо, y, 及 y, 确定 的 情况 
下 ， 可 调节 g, 使 式 (10.114) 改变 符号 ， 即 改变 孤 波 演化 类 型 。 当 式 (10.114) 所 确定 的 值 
大 于 零 ， 即 在 y, >0 且 aL,+ иу < g,L, 时 ， 任 何 幅 值 的 暗 孤 波 ， 经 过 特定 距离 

Ax, = HAKA у, ^] (10.115) 
之 后 ， 都 将 演化 成 稳定 幅 值 的 暗 孤 波 。 孤 波 的 速度 是 


a? 
y= (c+ b)— =, ^ x) |+ x ж e| (10.116) 
由 式 (10.91) 及 式 (10,97), 孤 波 也 将 相对 中 心 频率 产生 频 移 
do 26 
Δως — = -一 -一 10.117 
° di eu (x) ) 


颇 移 量 取决 于 c 即 ， 的 符号 (或 孤 波 运动 方向 ) insu (Bb, Zb D» (624 20°) 
(I+ y,72c ) 则 存在 一 空间 原 离 Ax и (Ax)= (c/ 20 )(1+ у,/ 27), Ἄχ» Ax 后 ， 
δὲ UO t ERA B) 8 3 r l. dy, 20 Во, + uy, >g L ELT. RER 


(10.112), 当 孤 波 经 过 式 (10.115) 所 给 距离 之 后 ， 由 于 波幅 一 致 增 大 ， 使 小 幅 近似 式 (10.91) ` 
失效 ， 这 时 小 幅 暗 波 很 可 能 演化 成 基本 暗 波 。 也 就 是 说 ， 这 时 不 存在 稳定 的 小 幅 暗 波 解 。 
由 于 这 时 是 损耗 相对 增益 占 优势 的 情形 ， 因此 前 面 所 说 基本 暗 孤 波 是 以 减 小 背景 深度 x， 
而 不 是 以 单方 面 增加 暗 孤 波 的 幅度 发 展 得 到 的 。 当 ,< 0 时 ， 情 况 刚好 与 上 述 情况 相反 


种 要 强调 ， 在 9.1 节 及 本 节 中 ， 要 求 )。= 0(e)， 这 意味 着 wL， =g, +0) RE 
中 如 果 认 为 光纤 极 化 弛 入 时 间 r, =T, / 7, 在 0O(e )~ WEEN, MWER L, my, εὖ 
EOG OE NERAN, ο σα, ΟΕ Aite, L, MaL, RTh, 
二 者 应 非常 接近 ， 如 使 二 者 差 值 为 Ole ) 量 级 。 我 们 知道 ， 通 过 控制 挫 杂 ，8 是 容易 
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在 较 大 范围 得 到 控制 的 ;而 增 大 xL ,又 有 两 种 途径 : 即 调节 波长 工作 点 ， 使 其 远离 最 低 
损耗 点 ，( 如 1.55 μπι) 或 选用 高 损 光纤 ， 优 质 光纤 的 主要 制造 技术 之 一 又 是 碱 小 (而 不 是 
增 大 ) 损 耗 ， 因 而 这 一 途径 更 易 实现 。 这 一 点 非常 重要 ， 尤 其 目前 ， 在 我 国 还 不 完全 具备 
实现 基本 明 孤 子 的 那些 苛刻 条 件 的 情况 下 ， 可 率先 进行 小 幅 孤 子 的 物理 及 光学 实验 研究 。 
在 文献 C38) 中 的 数值 示例 中 取 ?。= —0.025, у, = -0.056( 注 : 其 中 符号 与 本 文 符号 》 ， 
y, y, 相差 一 负 号 )， 在 文献 【180) фу, 70.01. y, 70.01 Gta, 即 为 本 文 一 , )， 对 
于 标准 NLS 方程 ，y, = 0， 因此 ,~ O(e ) 是 在 7, =0 y, ——0.01 之 间 的 某 值 域 . 

总 之 ， 在 增益 色散 及 双 光 于 吸收 光纤 中 ， 当 参数 点 处 于 y, >0 aL „+ иу, < g,L, 
Ry, >0 且 cL, tu у, >go 上 ,的 区 域 时 任何 幅 值 小 振幅 暗 孤 波 将 演化 成 稳定 的 小 幅 暗 
孤 波 。 但 处 于 y, <0 Βα], uy, <8 Lp Ry, 20 Βα], + uy, > g, L , 的 区 域 时 ， 
小 幅 暗 孤 波 是 不 稳定 的 ， 这 种 小 幅 状态 只 能 在 式 (10.115) 所 给 距离 内 存在 。 这 一 结果 对 研 


究 正 常 色散 区 中 的 非 线性 动力 学 ， 研 究 增益 色散 及 双 光 子 吸 收效 应 等 ， 都 有 一 定 的 参考 
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光 孤 子 的 反射 、 透 射 和 等 价 粒子 分 析 


11.1 皮 秒 光 孤 子 反射 和 透射 研究 初步 


在 孤子 遇 到 界面 的 反射 与 透射 方面 ，Aceves (9719? 对 空 孤子 (spatial soliton) B] Ej Ж 
焦 通道 作 了 较 系 统 的 研究 ， 但 尚未 见报 道光 纤 的 突变 界面 上 孤子 的 反射 和 透射 行为 。 本 节 
从 Maxwell 方程 组 出 发 ， 建 立 决 定 反射 和 透射 过 程 的 支配 方程 和 边界 条 件 ， 然 后 ， 再 借 
助 计 算 机 数值 地 研究 这 一 问题 。 为 简单 计 ， 在 模型 中 只 考虑 光纤 两 端 完全 匹配 ， 只 存在 由 
于 材料 种 类 和 参数 特性 不 同 而 引起 的 反射 ， 并 假定 ， 孤 子 宽度 远大 于 载波 周期 ，- 一 般 大 于 
20—30 倍 周期 。 例 如 ， 对 于 加 =1.5 jm 的 光波 ， 周 期 为 5 fs(1 fs=1x 10 Ps), “因此 在 反 
射 和 透射 问题 中 假定 孤子 宽度 不 小 于 100—150 fs， 这 种 情况 对 ps 级 宽度 的 孤子 ， 近 似 十 
分 人 合理。 文献 C30) Xf fs 级 孤子 传输 问题 作 了 理论 分 析 ， 可 为 进 一 步 研究 fs 2 728 11 
界面 突变 所 借鉴 。 


1111 单 界面 问题 的 支配 方程 


研究 Kerr 电介质 波导 ， 在 x=0 处 有 媒质 突变 面 ,如 图 11 一 1 所 示 。 设 n= nien) Ep, 
n- h + п Е. A Maxwell 旋 度 方程 出 发 ， 考 虑 到 上 述 条 件 有 


图 11 一] Kerr 带 媒质 突变 界面 的 电介质 波导 
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2 2 2 
Vx Vx E= -£&s- 5 (=e ! 2 | F 2 (11.1) 
Qt `V дї 
对 于 弱 导 单 模 光纤 ， 互 只 有 横向 分 量 ， 此 时 HE,, 模 的 电场 可 表示 为 E= E(r, t)a >» X 


中 ，a ,为 了 轴 的 单位 向 量 。 考 虑 到 这 种 情况 下 ，V， 巨 ss 0， 则 方程 式 (11.0 可 写 为 
2 
n Е 2n n, ϱ) 


УЕ а D [| E|” E= 0 . (11.2) 
AUR I] Laplace TAH [6] 8 
' y ог (11.3) 
r= ya + za, А 
H4 { 
Hs 1)= R(r)u(x. Ὁ (11.4) 
计 及 | 
BN kKRr)O0 k-p-gpg (11.5) 
和 
Jl |R(r, y ds 
(11.6) 


df |R) ds 
XF PL, (В НЕ), k = 0, BJ p= k, 采用 径 向 模式 平均 ， 即 方程 每 一 项 [。] 采 用 
运算 f [° JR(&r) ds， 则 有 


2 2 2n 
ο η 2 iju ији] 0 (11.7) 
1 
考虑 到 慢 变 波 包 近似 
ky Ak | | 
V (x, x= | A(k. де “dk= B(x, petit. (11.8) 
Ко Ak 
式 中 : 
| " | 
(x, у= | Alk, + ok, r)e* "Pd(gk) (11.9) 
- Ak 


于 是 ， 在 人 射 区 ， 可 以 提出 如 下 的 形式 解 : 
u(x, t)= u (x D+ и„(х, ἢ | (11.10) 


RP, u, u, 表示 式 (11.13)( 见 后 ) 中 所 决定 的 右 行 波 和 左 行 波 ， 将 式 (11.10) 代 入 式 (11.7) 
并 作 分 离 ， нт: 
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一 一 二 一 一 一 一 πο [nsus а, и, + и, ME 0 
(11.11) 
— P Ги u R 十 2[α, | ик tul u IE 0 
ЖАДОО ЖЖ КИ, уи, 与 ,各 满足 不 同 的 方程 ( 即 式 (11.11))， 且 都 
不 满足 u 的 方程 ， 他 们 只 是 作为 整体 才 满 足 2 的 方程 。 事 实 上 ， 上 述 非 线性 耦合 方程 思想 


已 被 一 些 学 者 采用 ， 如 文献 【99，148，627。 
在 透射 区 ， 记 xz= u, ШШ 


Sp aa, u, |’u,)=0 (11.12) 
按照 式 (11.8) 和 式 (11.9)， 令 左 、 右 行 波 分 别 为 : 
u = у (х, te “or 
uam v (x, te^? 
在 透射 区 又 有 
u= v (x, ђе е" (11.13) 
将 方程 式 (11.11) 和 式 (11.12) 作 解 析 延 拓 ， 再 进行 Fourier 变换 ， 即 各 项 乘 el gg Ü n 
后 对 x 积分 ， 例 如 对 式 (11) 
E 
- оу (k— k,)- D (k-k D- Zea (F [sd |+ 28 [s o, ])- ο 
(11.14) 
RH, v(k— k 9G ΕΙ: ]) 表 示 v(x，) 等 关于 (Kk 一 ,) 的 Fourier 变换 。 上 式 的 导出 过 程 
E ΠΠ ТАЈА DES. μ᾿ и, 项 因 平均 为 零 而 无 贡献 ， 文 献 [62) 对 此 也 作 过 类 似 的 
ΑΗΒ. o = ο k/n, (п, / πι) με КОА, ЖЕЛЕК, 附近 展开 ， 重 写 式 (11.14) 有 
— o, v (k— k,)— 2o o (k— k )v (k— k,)— DO o |®- k.) v (k— k.) 
д 


- 2.5, Гар ,)— pa y MAIA »,|)=0 ari» 
BDX ERERFk- küüFourier йя, 483]: 


— ωὖν — 2ίω’ k— k λα " /2 δν, 
οὖν 210” e, (k — «зу T ΩΦ „+ O, д 


2 
х 


2 
Ov п 2 
_ 7 2 д 2 2 
= Ca )»5 IZZA |= o (11.16) 
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上 式 中 ， 已 约定 max(|v, ра 0e) Ak/ Еа 0(s)， 作 尺度 变换 : 


ζει t=t =e y t) (11.17) 
v = eQ($, (YG, à v= ЕКО, Ов Ὁ 
代 人 式 (11.16) 得 一 级 、 二 级 和 三 级 近似 
27+ oozr= 0, (11.18) 
д 0 ， 
9 (f) „000 2 
— 2v .3 + i2w o, (11.19) 
νο), 2900) ων, + а?) 2 Qr) 
* дё? atat, аё? 
n, e 2 2 2 2 
ΡΝ bs 101 Qf f+ 2R| Qiz] f]= 0 (11.20) 
1 70 0 


t 


HK (11.18), zx 11.19)8[ 42 34 4 8l (1. H= ev v 0, Fu gu DS 
e^', IASKL20)98 
2 
SO lg 99. C ) Пого + ARI ΚΙ-- 0 (1.21) 


经 同样 步骤 可 得 RCE， 旨 和 透射 波 T(CE， 交 的 方程 。 回 到 原 尺 度 最 后 得 : 


29,4, 90 1,4, 90, p: Πο -- 
LES 29 d wb n. ы Q+ 2IR[ О]=0 


ок. 0R 1, 4,0 R (fh 2 TT 
Ia „Зу 37 PR m | ) а R+ 2|Q| R]- 0 


T + κα. 39. - aC) (Iri^Tr]- 0 (11.22) 
x 1 0 

式 (11.22) 即 本 文 要 求 的 单 界面 问题 的 支配 方程 ， 其 中 字母 上 带 “ 一 者 表示 透射 区 

参数 。 

1112 ”突变 界面 的 边界 条 件 

下 面 研 究 х=0 处 单 界面 上 的 边界 条 件 ， 注 意 到 : 

пх (E — E)- 0 
nx (H,— H )= οἱ 

在 非 线性 情况 下 依然 适用 ， 由 式 (11.4)、 式 (11.13) 和 式 (11.23) 有 
: QU. D+ RO, 1)= Τ(0, D | (11.24) 


(х= 0) М (11.23) 


考虑 到 Maxwell 方 程 
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QE-  0E- | 0H 
σπα, ®са,= — нуу; (11.25) 
取 切 向 分 量 ， 并 考虑 对 慢 变 波 包 求 导 为 O(e ) 级 ， 如 果 该 式 中 求 导 项 符合 : 
ôH (x, f) . 
ан ,(x, ἢ | 
3 3x O (e°) (11.26) 
QH,(x. t) ， 
дї Шш дхї = 06) 


-m 
则 有 : 


H (x, t)— 


к, (x, 1)= O(e) 
uo, eee 07 ος 


Н (x, t)— к, R(x, = O(e’) 
R Bo 


(11.27) 


k, 3 
0 0 
#O( ) 级 意义 下 ， 即 单 色 近 似 下 (对 于 4 =1.5 um 的 载波 ， 这 对 皮 秒 级 脉冲 是 适合 的 )， 


式 (11.27) 与 式 (11.24)、 式 (11.23) 联 立 将 给 出 与 线性 情况 形式 相似 的 结论 ， 即 在 x=0 
处 ， 有 : 


000, De, — үе, ) 

RO, 1) = 一 一 一 一 一 天 一 一 一 

(εν + "ES ) 
20, DJe, | 
Τ(0, p= 一 一 -一 一 一 
(0, Ὁ тиру (11.28) 

RP, „= E е ЕГ Riz = š + Е,|Е| 分 别 表示 人 射 区 和 透射 区 的 非 线性 介 电 党 
Ж. qos t = оу βρὲ + Ey Е, 可 以 由 n, n Жп, n, Жл: 


n 2n n, ----- | 
„= (т) * E Re (RO, 0+ 190. 01?) 


n, 4? 2n п. ---- 
ΟΠ oF 0129) 
Xm: 


|| |R(r)| ds 


— 


(11.30) 
ῄ ds ` 


5 


RO, DATO NEAR (11.28) 和 式 (11.29) 迄 代 求 出 。 实 践 表明 


R(r) = 


| 迭代 是 收敛 的 。 再 
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TEX (11.27) 代 人 式 (11.26)， 计 及 方程 式 (11.22) 和 


ef A dn, À, dn ua 
ΠΠ ΠΡΙΝ = v, 1+ тад ( . ) 


根据 文献 [ 149] 中 的 图 给 数据 可 得 dm /di | 


0 Ag * L5 um 


足以 保证 式 (11.26) 等 号 右 端 为 O(a ) 的 条 件 。 波 包 越 宽 ， 慢 变 近 似 或 单 色 近似 越 好 ， 
X (11.27) 等 号 左 端 越 小 。 


11.13 ”数值 模拟 与 结果 


为 便于 计算 ， 把 方程 作 无 量 岗 处 理 。 设 T, 为 孤子 时 间 宽度 ，Du=Tuoy 为 空间 宽 
度 。 考 虑 在 反常 色散 区 wo“> 0(K"4« 0)， 引 和 无量 纲 量 ; 


& —096x l0 μπι. Ж, 


2 73 11.32 
Tio ( ) 


AF, p RRQ, К. T, É 


m =n (1+А) ` n,=n,(+ A,) 
` E | (11.33) 
e, o (I+ σι) eo^ = o” (+ σι) 
于 是 ， 方 程式 (11.22) 变 成 : 

00 , 199 190 ορ 2D1= 

ἐὸν ταῖς ПО! O+ 2IRI'Q)- 0 

ôR .oR 10°R 

ES CT 557 - [IRI R+ 2]g| κ]-- 0 (11.34) 


ôT ôT 1 óT +A 
ET + 1α(] + aida 243 с, ΓΕΔ. peat Jh Т= 0 


式 中 ，a= T o" / w” ， 而 式 (11.29) 可 重 写 为 : 


45, = ΠΟΙ 2n’ 


^. 


1⁄2 
-REY (Qj R J 
0 o? 


H 


P 1/2 
2 
το RC) r; | (11.35) 
w Db 


ο) 


— 1 
ГЕ = JE A) + 201+ A (1+ Am 一 


AP, Qy RMT, 分别 代 表 Q. R, T 在 x= 0 处 的 值 。 量度 色散 程度 的 参量 p 


Ωω” dv ω 
p= — = (az). ο (11.36) 
0 
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还 可 由 |D| 来 衡量 ， | 
p= [> |= 2л ατα. (0.2) (11.37) 
ω 


2πη i 


а= T, (11.38) 


= T 
2^0 
° ID; 


Rid A, 6ROTSEURRURRGULS 


在 以 往 文献 的 数字 实例 中 ， 文 献 【22) 取 有 = 5x 1077. 34, - L55 μπι, n, =1.45 
时 ， 对 应 于 |D|= 161рз* km '* nm '。 而 通常 采用 р=2.16рѕ km '* nm (ΠΧ 
RD 》 

本 节 在 计算 中 统一 取 加 =1.55 ит, πι-Ξ].45, Æ Bü Το 取 成 如 表 11—1 所 示 的 А, 
B8，C，DD 四 组 数值 。 其 中 ，D 组 参数 与 实际 光纤 系统 偏离 较 大 。 我 们 采用 光束 传播 法 结 
合 边界 条 件 式 (11.28)， 对 反射 、 透 射 过 程 作出 数值 模拟 。 考 虑 到 完成 反射 过 程 的 时 间 很 
短 ， 很 难 显示 出 作为 累积 效应 的 色散 扩 宽 和 非 线 性 压缩 。 因 此 ， 除 了 选择 符合 实际 光纤 伟 
输 系统 的 参数 外 ， 还 给 出 车 干 强 色散 和 强 非 线性 参数 ， 以 “放大 "反射 和 透射 过 程 细节 ， 并 
规定 ， 当 人 射 波峰 相距 界面 10T。 时 间距 离 时 ， 反 射 过 程 开 始 ; 而 当 反 射 和 透射 波峰 离开 
界面 107, 时 间距 离 时 ， 反 射 和 透射 过 程 结束 。 

图 11-2 给 出 (a) А,=0.05. (b) A,—70.5. (с) A,-2.0 三 种 情况 反射 、 透 射 过 程 的 演 
化 图 形 。 其 中 ， 横 向 代表 沿 传播 方向 的 x 轴 ， 纵 向 表示 时 间 。 横 向 以 光 程 为 标尺 ， 全 长 
407 纵向 历时 20T。。 需 要 指出 : 本 文中 所 有 有 关 曲 线 和 波 都 是 按 波幅 (而 不 是 按 强度 ) 
画 出 的 。 i 

图 11—3 和 图 11—4 中 左右 图 分 别 给 出 反射 波 和 透射 波 的 峰值 (RM，TM) 和 半 宽 度 
(RD，TD) 的 演化 过 程 ， 而 且 ， 图 中 表示 归 一 化 反 透射 振幅 ， 即 波幅 均 被 除 以 线性 情况 下 
的 反射 、 透 射 系数 ， 这 样 便于 比较 。 

正如 所 料 ， 在 反射 过 程 中 ， 除 强 参 数 外 ， 其 它 都 不 足以 显示 出 明显 的 变化 ， 即 一 般 情 
况 下 ， 半 波 宽 保 持 在 入 射 波 宽 13.196 96 空间 格 长 (每 格 长 =0.997 97o) 左 右 的 非常 小 范围 
内 。 由 图 11-3， 图 11-4 看 到 ， 从 C, 开始 反射 和 透射 情况 已 与 线性 情况 明显 不 同 。 反 射 
波 宽度 及 幅 值 分 别 随 时 间 增 加 和 减 小 ， 而 且 当 Δι 减 小 时 ， 则 波 宽 增加 越 多 ， 波 峰 减 小 也 
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越 快 ， 这 是 典型 的 色散 强 于 非 线性 的 特征 。 


图 11 一 2 反射 波 和 透射 波 的 演化 过 程 
(а) A, 70.05; (b) A, 70.5; (c) A, 22.0 


107, 207,107, 20T% 
1-3 反射 波 和 透射 波 归 一 化 峰值 图 11 一 4 反射 波 和 透射 波 半 宽 度 
(RM，TM) 演 化 过 程 (RD，TD) 演 化 过 程 


11 75 给 出 当 反 射 、 透 射 波 在 离开 界面 107 时 间距 离 时 的 放大 波形 。 由 于 在 所 有 
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参数 下 反射 、 透 射 波 相对 于 人 人 射 波 ( 即 sech &) 的 偏离 还 无 法 面 图 区 分 ， 因 此 在 图 11-58 
给 出 各 种 情况 的 波形 与 sech č 曲线 的 差 值 。 它 们 与 前 面 分 析 是 一 致 的 。 例 如 ， 反 射 波 D 
组 参数 下 ， 其 中 心 部 位 小 于 零 ， 对 应 于 波峰 受到 削弱 ; 而 几乎 在 0 R/0 ¿>0 的 区 域 ， 
其 值 大 于 零 ， 对 应 于 波形 更 加 平坦 ， 因 而 波 宽 增 加 。 


11-5 反射 和 透射 波形 及 其 与 人 射 波形 的 差 值 波形 


我 们 已 经 看 到 ， 在 控制 色散 常数 使 突变 界面 两 侧 保持 相同 ， 仅仅 增加 折射 率 元 ， 
使 透射 波幅 减 小 。 但 是 ， 由 于 元 的 变化 引起 o" 和 非 线 性 强度 的 相对 变化 ， ARETA 
性 可 能 强 于 色散 ， 因而 透射 波 并 不 总 是 随时 间 减 弱 展 宽 的 (尽管 波幅 小 于 1)。 如 果 适 当选 
F A， 在 传输 过 程 中 ， 可 使 波幅 的 增殖 和 变 窗 与 损耗 带 来 的 衰减 和 展 宽 相 平衡 ， 这 时 即 
可 在 有 耗 的 击 传输 系统 中 维持 孤子 ， 而 不 需要 补充 能 量 . XÉR (118, 116, 150) 中 提出 
连续 或 逐 级 地 减 小 光纤 群 速 色 散 或 芯 径 来 维持 孤子 。 本 文 所 给 出 的 每 组 参数 中 ， 都 是 维持 
іа В 相同， 改变 πι 进 行 计算 的 ， 这 也 是 光纤 补偿 的 又 一 种 途径 。 


11.1.4 小 结 


本 节 初 步 建立 了 决定 光纤 孤子 在 遇 到 突变 界面 时 反射 和 透射 过 程 的 支配 方程 及 边界 条 
件 以 及 数值 模拟 全 部 过 程 。 结 果 表 明 : 在 现 有 光纤 实际 参数 下 ， 由 于 需要 时 间 积 累 的 色散 
扩展 和 非 线性 压缩 在 短暂 时 间 内 尚 不 足以 显示 。 所 以 ， 一 般 情况 下 反射 、 透 射 过 程 与 线性 
情况 偏离 不 大 。 只 有 在 强 参 数 条 件 下 才 给 出 足够 差异 。 
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本 节 所 分 析 的 只 适用 于 慢 变 准 单 色 的 情况 。 此 外 ， 人 射 区 与 透射 区 的 模式 匹配 问题 还 
需 进一步 分 析 ， 在 下 节 中 将 进行 深入 的 研究 。 


11.2. 亚 皮 秒 光 孤 子 脉冲 在 突变 界面 的 反射 


11.21 引言 


我 们 在 上 一 节 对 光 孤 子 遇 到 媒质 突变 界面 时 的 反射 与 透射 作 了 初步 研究 ， 建 立 了 决定 
反射 和 透射 过 程 的 支配 和 准确 到 O(e ) 的 边界 条 件 。 但 对 于 亚 皮 秒 和 飞 秒 脉冲 ， 应 改进 支 
配方 程 ， 尤 其 是 边界 条 件 。 本 节 旨 在 研究 亚 皮 秒 脉冲 的 上 反 透 射 行为 。 由 于 皮 秒 和 亚 皮 秒 孤 
子 在 反射 时 偏离 线性 Fresnel 反射 很 小 ， 因 此 ， 计 算 时 也 将 选择 一 些 强 参数 来 放大 反 透 射 
的 细节 。 


11.22 支配 方程 的 进一步 讨论 


上 一 节 中 的 数值 模拟 表明 ， 由 于 反 透 射 过 程 非常 短暂 ， 在 脉冲 宽度 这 样 极 短 的 时 间 
内 ， 作 为 时 间 积 累 效应 的 色散 展 宽 和 非 线 性 压缩 还 不 足以 显现 出 来 ， 因 此 高 阶 色 散 项 所 起 
的 作用 相对 很 小 。 为 使 边界 处 的 数值 处 理 简单 化 ， 对 于 亚 皮 秒 孤 子 ， 不 考虑 三 阶 色 散 项 及 
其 它 高 阶 色 散 项 有 一 定 合理 性 。 当然 ， 对 于 飞 秒 孤 子 ， 需 要 考虑 高 阶 色散 和 自 感应 
Катап 效应 等 ， 这 是 我 们 进一步 的 课题 。 计 我 们 再 回顾 一 下 上 节 中 得 到 支配 方程 的 过 
程 ， 即 从 Maxwell 方程 组 出 发 ， 考 虑 弱 导 单 模 光 纤 ， 有 VY， Ex O НЕ, (或 PL, ) 模 的 电 
场 可 表示 为 Es Eln Qa a 为 某 一 径 向 的 单位 矢量 ， 设 界面 在 x=0 处 ， 波 由 x< 0 一 
方 人 射 ， 假 定 径 向 分 布 对 非 线 性 项 的 影响 可 以 忽略 ， 通 过 慢 变 波 包 近 似 ， 径 向 模式 平均 和 
空间 周期 平均 ， 作 尺度 约定 max(|B]— Ole) Ak/ k ~ O(e) 和 尺度 变换 

ё= ει =! ¿= єх 

v, = 806 Оп» 0 V=, А, ni 
按 є ЧЖК ЕШ 25, 4 s= 1， 得 到 支配 人 射 、 反 射 和 透射 波 包 (2，R，7) 的 耦合 
非 线性 Schrodinger (NLS) 方 程 ( 即 上 节 式 (11. 2 


д0, 99 1 „д0 
Fat + БА» 20 NE — Mgr 2+ 2| R|° Q]= 0 
OR _, δ 1 „д К n, 2 2 
MEE [IR] R+ 219] R]= 0 
0 

Әт дт 1.ἃ δ᾽ п 2 
+ {| Г T]= 0 

1 0 


式 中 ， 带 “一 ”表示 透射 区 的 相应 量 。 例 如 ， 人 和 人 射 区 n= n. +n lE? v = о, ΠΕ 
射 区 的 相应 量 元 - n + AJE, ν = d. Bf: 
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下 标 “0” 表 示 该 量 在 k= 大 ,时 的 取 值 ， 在 那里 已 约定 在 界面 附近 场 分 布 偏离 НЕ 模 很 
小 。 至 此 总 光 场 可 表示 为 : 


Fir, )= s, Ее igo. De + R(x, pe t tt t] MM (139) 
Еһ 1)= a R (r )Т(х, De οὔ (x 50) 
式 中 ，R,(r | ) 为 径 向 函数 并 满足 VR,(r )+ СК (r )= 0, FPL, ЖА =0， 故 可 简 


WERV? R (r )= 0。 在 上 节 中 ,对 场 分 布 偏离 HE 模 很 小 的 条 件 未 作 说 明 ， 这 里 将 
做 些 适 当 的 分 析 。 当 光纤 存在 突变 时 ， 在 远离 突变 界面 处 的 透射 波 ， 反 射 波 的 主 模 是 
НЕ, 模 的 条 件 分 别 是 ” : 


_2 2 2na V a 2 
Bat wa = 21) mA «2405 (11.40) 
0 
2 2 2ла\ 2 2 
utwa = 21) nA — «240 (11.41) 


0 

AB. us wu Ж {ЖЕЕ БЕЯ БЕШ НЕ ЕНИКИ. Am (n п) πι A= (т, 31) / RI, 
人 和 人 射 透射 区 基 模 的 本 征 方程 是 2 : | 

uo di (Uo) wo K, (w) 

J. (ua) Κα) 

ua JV (u) - "и Κι Wa) 

Ло) l KWa) | 
TAA КВНЕ Н ЖЕЛЕ h 8093642 I AT ИГЫ RJ (u rZ a) 和 J Gr а). Ж. Ж 
uar uus WEJ (и r/ af и r/ a)BE r πΕ 119838 μ, RRA r— 0 处 ( 取 值 均 
为 D) 开 始 逐 渐 分 开 ; 到 r= 4 时 ， 两 条 曲线 之 间 留 出 一 个 弯曲 的 尖 劈 状 面积 ， 见 图 1—6. 
这 一 差异 导致 在 x=0 处 的 突变 界面 上 ， 无 法 通过 选择 反射 、 透 射 主 模 的 系数 而 使 场 的 切 
向 分 量 连续 ， 于 是 就 需要 各 种 高 次 模 来 适应 ( 即 选择 待定 系数 填补 "这 些 “ 间 阶 ”"。 由 于 高 
次 模 又 不 能 在 光纤 中 传输 ， 因 此 它们 都 是 辐射 模 ， 随 着 波 远离 界面 ， 这 些 高 次 模 一 方面 沿 
径 向 在 包 层 中 向 外 辐射 ， 同 时 沿 传输 方向 逐渐 衰减 ， 辐 射 损失 能 量 即 为 高 次 模 能 量 ， 因 
而 与 上 述 尖 劈 状 面积 有 递增 对 应 关系 。 因 此 ， 这 个 面积 越 小 ， 则 高 次 模 所 占 能 量 越 小 ， 
这 时 忽略 高 次 模 就 越 合理 。 减 小 这 个 面积 有 两 个 途径 ， 其 一 是 减 小 元 уи, 的 差别 ， 还 


(11.42) 


(11.43) 
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可 以 使 ,和 去, 都 小 于 并 远离 2405 即 J (x) 的 第 一 个 零 (当然 一 ΜΟΝΗ" 
是 因为 尖 劈 是 从 7= 0 逐渐 分 开 的 。 


图 11 一 6 Ju r/a)5J,(u,r/ a) 曲 线 的 比较 


当然 ， 从 式 (11.40) 和 式 (11.41) 可 知 ， 通 过 控制 A 和 HE m A= ni 人 A 后 ， 式 (11.41) 与 
式 (11.43) 有 相同 的 零点 ( 根 )， 即 zu Suy wu 二 wu 。 这 时 ， 无 需 高 次 模 来 “填充 *， 就 可 
以 通过 选择 反射 波 和 透射 波 主 模 系数 使 场 切 向 分 量 连续 。 由 于 A 在 保证 单 模 条 件 下 可 有 较 
大 的 选择 范围 即 (1 一 10)x 0.1%， 故 元 相对 n ,也 可 有 较 大 的 选择 余地 ， 这 就 是 上 节 及 本 
节 中 A 参数 有 几 种 较 大 取 值 的 原因 . 
在 本 节 及 上 节 中 ， 作 为 短 光 孤子 界面 反射 研究 的 初级 阶段 ， 为 提取 界面 反射 过 程 中 的 
主要 特征 ， 只 考虑 | 
n A= ni (11.44) 
这 一 情形 ， 以 去 掉 高 次 模 等 复杂 因素 ， 这 也 是 深入 研究 这 一 问题 的 必要 基础 。 当 然 ， 这 
些 结论 也 适应 于 zl 与 w 不 同 ， 但 上 述 尖 劈 面积 较 小 (kw Su, 不必 差 很 小 ) 的 情形 ， 
下 面 给 出 一 个 适应 这 一 情形 的 判 据 : 


° M MTM 
| „(= j(= )"а 
0 


1— - — «Ο(ε ) (11.45) 


这 里 已 考虑 到 没有 考虑 高 阶 色散 的 NLS 方程 也 只 准确 到 O (e). 
11.23 边界 条 件 的 改进 


在 亚 皮 秒 脉冲 情况 下 ， 虽 然 支配 方程 中 高 阶 项 被 忽略 有 一 定 的 合理 性 ， 但 准确 到 
O( ) 的 边界 条 件 不 再 适应 。 事 实 上 ， 这 时 对 孤子 反 透射 产生 极其 重要 的 影响 ， 下 面 建立 
一 般 情况 的 边界 方程 。 上 节 已 认为 非 线性 情况 下 ， 在 x= 0 的 界面 上 

nx (E, — E )= 0 


пх (H,— H )= οἱ «= 0) 
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仍然 成 立 ， 因 场 是 无 源 的 ， 容 易 证 明 上 式 ， 假 定 磁场 H(x. 站 也 具有 式 (1.39) 的 形式 ， 
于 是 上 式 给 出 : 

Q(0, N+ RO, = b TO, f) 

H (0, D+ H,(0 = b H. (0, ol 


Ili R ‚| ΛΕ, (τι )ds 
ΠΠ 


显然 ， 当 式 (11.44) ER, J Gu rZ a)= J (а/а). 因此 有 b = 1, M (11.45) 满足 
ΠΗ, b % 1。 结 合式 (11.39), Maxwell 方程 


(11.46) 


Xm: 


OE, δΕ ôH | 
Ea Ea = — 2H (11.47) 
的 切 向 分 量 给 出 : 2H œ D 
X, t 
~ іон, D+ ik Q p= 2865 D, PTT 
2 _ Н | ú 
~ io H, D+ i TG. p= σος D, „21 0 (11.48) 
一 io u H Rœ t)— ik oR(x, 0- .. „== Ὁ 
在 上 式 中 置 х= 0 并 代入 式 (11.42) 有 
RAT. D+ RO D= 00, D+ 240 | (11.49) 
式 中 : 
AQ- Xr id 6,н,0, )- H,(. t- H,(. 0] 
+ ČT 0- Об. D— Rs D} (11.50) 
x=0 
由 于 式 (11.47) 在 任意 时 刻 成 立 ， 故 上 式 第 一 项 为 零 。 从 式 (1149) 和 式 (11.46) 中 解 出 : 
24, | 
b TO, )= -= (Q0, t)+ AQ) 
! М, + е, (11.51) 
R(. D= 6,0, 0-00, ο) 
式 中 : | 


e= ë ΚΞ 2п n 2 2 | 
NUT ‚| y R (r Y (RO. +100. op 


6 | 
п. \2 28, ——  —- | (11.52) 
LR σι ) 170, 2) 
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,| ds M IR G JI ds 


eno qe 


BU. RO, г), ΤΟ, Ὁ ΒΗ (11.50). πὶ (11.51). È (11.52) 三 式 和 迭代 解 出 。 实 践 证 
Bj. AREKAK. ШЖ|АО|<|2(0. ΩΙ, WR (11.52) 回 到 上 一 节 的 结论 。 由 式 (11.50) 
可 见 ， 在 慢 变 波 包 近似 非常 有 效 的 情况 下 ，k,>13/ axll， 因 此 ， 对 于 皮 秒 脉冲 |A@| 是 
可 忽略 的 ; 但 在 亚 皮 秒 脉冲 下 ，il67 xl 较 大 ， 这 时 AQ 的 影响 需要 考虑 。 


11.2.4 ”数值 模拟 及 其 结果 


在 数值 模拟 中 ， 需 要 按 上 节 步 又 对 掉 合 方程 式 (11.22) 及 边界 条 件 式 (11.50)、 式 (11.51) 
和 式 (11.52) 无 量 岗 化 ; 然后 ， 用 光 东 传播 法 求解 耦合 NLS 方程 ， 边 值 问 题 用 光束 传播 法 


较为 方便 ， 对 在 边界 点 上 的 二 阶 导数 的 处 理 ， 采 用 了 二 重 网 络 技术 ， 即 把 在 与 边界 点 邻近 ` 


的 两 格 内 再 次 进行 更 高 密度 格 点 细 分 ， 以 确保 二 阶 导数 的 精度 。 

计算 中 ， 取 4 =1.55 um, n, 7145, dn/ АА, s —0.96x 10 ^ um O9? ， 并 在 入 
透射 区 保持 D 不 变 ， 这 时 ,的 变化 A, —(— πι)/», BHIR o" BIER, d 
ou， 的 计算 式 可 确定 其 相对 变化 r, σ,. XFA, D. T, 三 参数 的 选取 分 组 列 于 
X 11-2 中 并 赋予 相应 的 代号 。 由 于 这 种 情况 下 非 线 性 反射 偏离 Fresnel 线性 反射 仍然 较 
小 ， 因 此 除 选择 符合 实际 的 参数 外 ， 还 选择 了 一 些 强 参数 以 放大 这 个 过 程 的 细节 ， 如 选 脉 
AT = 0.02 ps 并 不 代表 20 fs 孤子 ， 而 是 用 它 来 等 价 7。= 0.2 ps 或 了 ,= 0.4 ps 等 宽 脉 冲 处 
于 更 强 非 线性 环境 的 反 透射 情况 ， 这 样 做 便于 比较 。 神 拟 时 空 范围 是 - 207 v < x< 
+ 20T "E 0x t< 207 ， 县 1=0 时 ， 波 峰 位 于 x= 一 10T, y s 处 。 图 11-7 给 出 了 三 种 人 A 
取 值 时 的 反射 、 透 射 过 程 演化 情况 。 图 11-7 ο ОШО ЖОН ЖЕНЕ ЖЕ а н. 
11—8 给 出 了 反射 波 透射 波峰 离开 界面 107 ,时间 时 距离 的 归 一 улна sech x tq 
值 波形 ， 这 时 归 一 波幅 是 反射 波 透 射 波幅 R(x 1). Т(х, г) 58 Fresenel 反射 、 透 射 系 
数 r,，t, 相 除 后 的 值 RAr,，T /1,， 其 目的 是 为 了 比较 反射 透射 波 相 对 人 射 波 所 发 生 的 
变化 。 图 11-8 中 给 出 了 两 种 具有 代表 性 的 差 值 波形 ， 而 且 反 射 波 的 前 沿 在 图 中 左边 ， 透 
射 波 前 沿 在 右边 。 强 调 一 点 ， 通 常 D=2~ 16 ps/ (km* nm)， 但 文献 《22) 中 也 曾 

表 11-2 参数 的 分 组 选取 及 其 代号 
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Н 
H 
H 
v 
D$ 
DER 
A 
ut 
i.d 


(a) 


B3— R> 10 000 
B3—T> 10 000 


图 11 一 7 反射 、 透 射 过 程 中 波形 的 演化 ， 11-8 波峰 离开 界面 107。 时 间距 离 时 ， 
(D= 10 ps/ Καὶ" nm, 7,20. ps) 反射 透射 波 与 人 射 波 差 值 一 一 
(а) Al=0.05; (b) A,70.5; (с) Δι-20 (R/ r,-Q)5S(T/ 0-@) 的 波形 


选 p= 5x 10”“， 它 对 应 于 DX 161 ps/ (km* nm). A, =0.05， 可 粗略 地 表征 两 种 不 同 材 
料 的 光纤 完全 吻合 地 连接 而 形成 的 界面 (对 应 的 能 量 反射 约 为 0.0695 ); A, =0.5 fü 
А, 72.0 的 一 些 特种 光纤 ( 即 非 通讯 光纤 ) 界 面 反 射 透射 ， 当 然 也 可 粗略 近似 在 通讯 光纤 接 
颖 两 界面 中 的 每 一 个 界面 ， 只 要 间隙 宽度 dx 4 。 在 亚 皮 秒 情况 下 ， 非 线性 反射 偏离 线性 
反射 仍 其 小 ， 透 射 波 和 反射 波 的 色散 展 宽 需 要 较 长 的 时 间 才 可 表现 出 来 ， 边 界 使 反射 波峰 
前 半 部 分 和 透射 波峰 的 后 半 部 分 增强 ， 而 使 反射 波峰 的 后 半 部 分 和 透射 波峰 前 半 部 分 减 
弱 ， 比 较 上 节 边 界 条 件 无 AQ 项 情况 下 的 差 值 波形 ， 不 难 发 现 边界 条 件 高 阶 项 对 孤 波 反射 
所 产生 的 影响 。 反 射 波 和 透射 波 在 离开 界面 的 短 距 离 内 ， 在 亚 皮 秒 情况 下 ， 都 保持 在 
sech(* ) 波 形 的 附近 。 由 于 线性 反射 系数 |r, < 1, 因此 ， 反 射 波 和 低 透 射 率 的 透射 波 ( 色 
散 大 于 非 线 性 ) 将 最 终 在 长 距离 传输 中 因 色 散 展 宽 而 消失 。 然 而 ， 在 一 定 条 件 下 ， 非 线性 
可 能 强 于 色散 ， 这 时 反射 波 或 透射 波 可 以 继续 传输 ， 由 分 析 无 量 纲 化 之 后 的 式 (11.22) 和 式 
(11,51) 可 知 ， 对 于 反射 波 ， 这 个 条 件 是 : 
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24 AQ 12 
ΚΠ — Jš, + T | > Qt, + үк» y 
这 意味 着 | 上 ~ k。, 即 慢 变 波 包 近似 失效 。 因 此 ,在 慢 变 波 包 近似 适应 的 情况 下 ， 反 射 波 一 


1+ A 
юлевхачинта. ο Loss |> Lama 
1 2 
性 透射 系数 代替 非 线 性 情况 下 的 透射 系数 1! 进行 估计 。 在 ΡΑΕ ΠΕ, УЖ 
(1+ A0 (I+ 4,72 > (+ A,)。 在 A,= 0， 只 需 A > 0。 前 面 不 等 式 中 取 等 号 代表 


了 孤 波 遇 到 界面 后 能 继续 不 形变 传输 的 条 件 。 


11.2.5 小 结 

本 节 讨论 了 上 节 建 立 的 决定 光 孤 子 在 小 突变 界面 的 反射 、 透 射 支配 方程 并 建立 了 亚 
皮 秒 孤子 情况 下 的 边界 条 件 ， 给 出 了 不 同 的 亚 皮 秒 孤 子 的 界面 反射 、 透 射 特性 的 数值 模 
拟 ， 讨 论 了 孤子 遇 到 界面 后 能 继续 无 形变 输 的 条 件 。 由 于 ， 较 严格 地 考虑 这 个 问题 将 是 
一 个 非常 复杂 的 问题 ， 于 是 本 章 在 Аз niA 的 前 提 下 ， 对 此 问题 进行 了 初步 研究 ， 抽 
象 出 这 一 模型 。 这 一 方面 可 使 我 们 对 皮 秒 孤子 及 亚 皮 秒 孤子 反射 问题 的 主要 特征 有 一 个 . 
初步 的 认识 ， 同 时 又 为 较 严 格 地 处 理 这 一 问题 ( 即 考虑 界面 附近 的 高 次 辐射 模 ) 建立 了 的 
必要 基础 ， 对 于 这 一 问题 还 需 作 深入 研究 。 
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11.31  5S|8 
对 光 孤 子 的 研究 ， 几 乎 都 是 从 波 的 角度 进行 的 ， 从 粒子 角度 研究 甚 少 。Aceves， 
Moloney 和 Newell 14 192 50 用 等 价 粒子 概念 研究 了 自 聚 焦 通道 (空间 孤子 ) 在 非 线 性 界 


面 的 反射 间 题 ，A.M.Kosevich"“ 研究 了 孤子 被 杂质 散射 时 的 粒子 特性 及 波 特性 。 本 节 
首先 给 出 空间 孤子 界面 反射 、 透 射 的 等 价 粒 子 理 论 ， 然 后 提出 光 孤 子 相互 作用 的 等 价 粒 子 
理论 ， 从 而 使 我 们 从 粒子 角度 对 孤子 有 了 进一步 的 认识 。 这 一 方法 也 能 给 出 与 逆 散 射 理论 
及 其 它 解析 结果 相 一 致 的 结论 . 


1.3.2 ` 光 孤 子粒 子 理论 的 一 般 描述 
研究 扰动 非 线性 schrodinger 方程 (NSE) 
iu + u + 2|и|'и= eU(x, tus V(x, Du (11.53) 


式 中 ，U(x) 一 般 为 一 算 子 ， 例 如 它 可 代表 Raman 自 泵 效应 ， 高 阶 色 散 等 等 ，NSE 支持 
拓扑 孤子 和 非 拓扑 孤子 。 在 非 拓扑 孤子 情况 下 ， 波 函数 当 |x| 一 oo 时 趋 于 零 (或 同一 确定 
8), RAH x> + о 时 无 相位 变化 ， 因 此 从 场 的 角度 看 ， 光 子 总 数 ( 把 场 量子 化 后 ) 为 


wo= | u(x, Du (х, t)dx (11.54) 


一 < 
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它 代 表 了 电场 总 能 量 。 但 从 粒子 角度 看 ， 式 (11.53) 又 是 一 个 处 于 自身 相关 非 线性 执 
V- Au ) 中 的 粒子 ， 而 且 它 代表 了 一 粒子 在 ! 时 刻 出 现在 -co< x< +cc 的 几率 ， 式 
(11.53) P (x)=0 时 非 扰动 NSE 所 描述 的 粒子 的 质量 是 1 / 2， 因 此 孤子 质量 1 与 光子 总 
NON 的 关系 是 


N 
м=® (11.55) 
XM. |u(x, D| 是 孤子 作为 粒子 (不 是 光子 ) 出 现在 x 点 的 几率 ， 则 粒子 所 处 位 置 是 
x= | хи(х, Du (х, t)dx (11.56) 
3011.53)89 & 15 ΠΕ 
| iu! ш’ – Juf u= — V Gs би” (11.57) 
对 式 (11.54) 求 导 并 利用 式 (11.53) 及 式 (11.57) 有 
| DEZ uu jas (11.58) 
如 果 算 子 满 足 
u'Vu—uV'u' = Huu (11.59) 
且 妃 是 空间 不 变 或 慢 变 函数 (相对 |z|?)， 册 
9% = 2HN (11.60) 


因此 ， 妃 代表 了 某 种 损耗 或 增益 ， 对 式 (11.56) 求 导 并 利用 式 (11.53)、 式 (11.57). 
A (11.58)， 可 得 粒子 速度 。 


А + оо * . + = ` . 
dx i Ka ак ο x| u` Pu- αρα" ax 


dt N _ Ox дх Ndt N 
(11.61) 
于 是 粒子 的 动量 是 | 
+ o * το 
i ди * ди 1 dN i -5 ο. 
Mui] [e Эу" aJe- 15 -}] EL Vu— uV u | dx (11.62) 


在 上 面 两 式 中 ， 第 二 、 三 项 相对 第 一 项 是 小 量 ， 可 以 略 去 。 由 上 式 可 得 动量 变化 率 


+o 
Mv) — 1.d'N ldNdx ia о ον. 
dr = 2* p 2 dr dr iif хи Vu—uV и Jax 


+o * +o ` 
ӘР * . Р ^r д * * ^ д 
| | u +u Scu ax | σα zs tu (Fs )и ax 


一 о 一 о 


. (11.63) 
粒子 加 速度 与 动量 变化 率 有 如 下 关系 : 
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2 -一 EN 
dx 2d(Mv) _ 1 dN dx (11.64) 
d?) Na Nd d | 
可 写成 . 
， + с 
dx д, 2dNdx там ið DE -a ] 
CX _ < - 10 Vu— uV d 
к ox Νάνα Nap" Na) "i" "0 57 
(11.65) 
式 中 : 
QU, a гар aV 
L — 5 一 一 
ax -əf [ x u +u 2 u |а 
+ ç 
zi [«(#` 5 )и` πα. (11.66) 


R (11.63), 3t (11:65). R (11.66) 的 部 分 项 中 含有 二 次 P 的 部 分 可 以 忽略 ， 如 式 (11.65) 
右边 第 二 项 和 第 三 项 等 。 如 果 式 (11.63) 满足 ， 则 


(11.67) 


(11.68) 


d?) | ox маа 


X Vx, г) 是 非 作 用 于 щ(х, D 的 函数 ， 且 式 (11.59) 满足 
H= I (V) 


这 时 


ο,  .oF | 
u— u” + и" u= 28 (yu (11.69) 
x x e 


#-| ( 
式 中 ，Flu，Vu] 是 一 泛 函 (相对 前 两 项 是 小 量 ， 可 以 忽略 ) Hul 08 Pul, г) 8ὲ 
定 并 满足 


粒子 ( 即 孤 子 ) 总 能 量 
2 


ди“ Ru, Pul)dx (11.70) 


Ox 


ô Hu, Vul- Риё μ + Vu bu (11.71) 
жие Б И рО. MP D 是 一 个 不 依赖 u(x, DURE 
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So Д 
Fu Vulg V(x, Du (11.72) 
在 两 孤子 相互 作用 分 析 中 ，V 是 近似 可 积 的 ， 由 后 面 产 , V АЩ, Wm, 
Аи. Vu J= Yu | uu uu) G j=1, 2. ij) (11.73) 


以 上 各 式 给 出 了 孤子 各 种 粒子 特性 。 作 为 例子 ， 考 虑 有 耗 系统 ， 这 时 ， 取 让 = 一 这， 
即 H- — Г, 于 是 式 (11.60) 给 出 


~ D! 


N(t)z Ne 
式 (11.66)、 式 (11.68) 给 出 : 
| dx _ 
和 二 "一 恒 量 
Му= Mve 2" 


BITÉ sh 5s 6 T ВНА E ds CE. 而 孤子 速度 却 不 受 损耗 的 影响 。 对 于 三 阶 
Ж, V= ipo  / ax, RAR (11.58). R (11.63) #15 (11.65) 可 得 : 


амо dv o ФМ) 
dr 0 dr 9 dt 


即 在 准确 到 Ο(β) 的 情况 下 ， 三 阶 色 散 不 改变 光子 总 数 ( 孤子 质量 )， 也 不 改变 孤子 的 速度 
和 动量 ， 即 这 三 种 参量 所 受到 的 影响 都 在 Ο(β᾽) 量 级 ， 


11.3.3 光 珀 子 相互 作用 的 等 价 粒子 分 析 


按照 Anderson 77% £P ,. dm N 一 孤子 近似 成 N 个 充分 远离 的 单 孤子 解 的 得 
in, Bp 


u(x, ΣΧ (х, t) (11.74) 
上 式 代入 光 孤子 的 NLSE， 即 非 扰动 NLSE， 并 按 文献 〔148] 中 的 方式 分 离 有 : 


2 
Ou, д и, › n - 
i 一 十 一 一 十 2|u | u = £U u =V u. 
ot Óx i i i d i i 


(11.75) 
个 Ν * N * 
— V,-2XYu, и + AY uu, 
Н j*i 7 Н jm i d f 
u (x, D) а (0) sech[a (r)(x— x (0)] x e” C0 «0» 2,0 (11.76) 


为 简单 计 ， 本 文 只 考虑 二 孤子 的 相互 作用 ， 并 假定 孤子 幅 值 相等 。 把 x 坐标 移 到 两 孤子 
的 质心 ， 并 把 式 (11.76) 中 的 指数 简单 地 表示 为 Ú (x, Ὁ, WA: 


u (x t)= n, (t)sech [n (90— a(r)]e^* "RE 
u,(x, t)= n (t)sech [n (x+ а(0)]е: Ὁ 
将 上 式 代入 式 (11.68) Ж (11.75)， 并 注意 到 指数 缓慢 变化 ， 或 者 说 认为 0 Ge. D 


(11.77) 
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Ж ф(х. 1)= Ө@,— 0 随 x 的 变化 的 特征 长 度 远 大 于 波 包 的 宽度 ， 这 时 0.(x， 门 可 从 积分 
号 中 提出 ， 而 且 含 6. /Ox 的 项 可 以 和 忽略。 考虑 初 相 善 近 似 为 (xz，0)Sp(0，0) 0 
或 下 的 情况 ， 于 是 


32... 
dx, 6x 16x2 4 - Ma 1 1 
ασ ` o = = Е— 1.78) 
2 η cos фе [c+ D+ = Е Aina | (1 
dr N, ° 2 3 
式 中 : 
A Mt) сс αᾷαε 1} 
(1— a) (1— а) 
E 1-3 E= — 2 
(1— α) l— a 
a= ~ Фа 
+ 00 2 一 2994 
.N 1 TN 2n, + lón,cos ф* ae 
ΙΝ 
*= f xu u; dx= a(t) (11.80) 
1 - 


因此 ， 式 (11.78) 给 出 了 双 孤 子 相互 作用 牛顿 方程 。 式 (11.78) 右 端 代表 双 孤 子 间 的 相互 作用 
力 随 相 对 间距 22(0) 的 依赖 关系 。 当 2a 较 大 时 ，m(Ds η, — N/ 4, ET BUD (0) 1, 
这 时 N 2n, E—-2. 450, 8-0, 6-0, 5-1, Alnx— 0, TE 
d'al) _ 
d? — 
由 于 式 (11.77) 中 孤子 3dB 宽度 为 2x。 =1.76/ n %2a= 1.2/ = 0.65(2x „)Е α-- 0.1. 
因此 ， 孤 子 间距 即使 减 小 到 0.65 QUT ΑΕ, α-- 的 近似 对 4，B8，C 和 D 只 引起 大 约 
10%~20% 的 误差 ， 因 而 式 (11.81) 能 在 较 大 范围 内 适用 。 当 α--θ F, n ORP ЖЖ 
较 大 的 变化 ， 式 (11.77) 不 再 适应 对 NLSE 的 解 的 描写 。 
对 于 初 相差 p(x，0)=0 的 同 相 孤子 对 ， 式 (11.81) 变 成 


2 


- dqa 


— 16n cos @ * e (11.81) 


= — 16е" (11.82) 
4 a'(t)— pla} а"(0)= p* p'(a) 代入 上 式 可 解 出 
a(t)— α(θ)-- αν совае "0, (11.83) 
0 
这 代表 了 同 相 孤子 相互 作用 的 周期 性 合并 ， 周 期 是 
T= -一 em (11.84) 
4n, 
A t= 0( 相距 a(0)) 到 а(т)= 0 所 需 时 间 
т= L e o°) arccos (e ` "^" 9) (11.85) 


4η, 
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这 个 时 间 主 要 花费 在 2a 较 大 的 漫长 距离 上 。 而 在 2a(0 较 小 的 路 程 上 ， 由 于 孤子 运动 极 


快 ， 所 用 时 间 极 短 ， 对 式 (11.85) 的 贡献 极 小 。 
对 于 初 差 相 p(x，0)= r HERATI, = (11.51) 是 


"i = 16me n (11.86) 
BI ΒΗ B a (O89 CEU 6 
a(t)— a(0)= ym | eosh (Ame wor) | (11.87) 


上 式 代表 了 反 相 孤子 对 的 一 致远 离 地 排斥 。 如 果 对 时 间作 变换 ! 一 !/ 2， 则 827 дг 
40 / t^, "FJ&sR (11.534€ V =0 时 就 与 文献 148) Ж (99) 中 的 NLSE 完全 一 样 了 ， ， 
这 时 式 (11.81) 也 与 文献 (99) 中 的 式 (12) 完 全 一 致 。 而 且 ， 如 果 作 代 换 #0 一 NVa MH 
式 (11.83) 和 式 (11.87) 就 变 成 文献 【148) 中 的 式 (15) 和 式 (18)、 也 就 是 说 ， 本 节 基 于 等 价 粒 
子 理论 所 给 出 的 结论 与 文献 148) 中 基于 微 扰 变 分 法 和 文献 99) 中 基于 逆 散 射 方 法 的 
结论 完全 一 致 。 
11.34 自 聚 焦 空 间 孤 子 界面 反射 方程 及 其 分 析 | 

图 11—9 所 示 的 是 两 种 非 线性 电介质 的 界面 波 反射 示意 图 。 波 从 左 方 (x< 0) 向 界面 
GC=0) 人 射 ， 入 射 角 v; BN. UE К< k,， 这 个 模型 可 看 作 平 面 波 导 的 一 个 界面 反射 
(为 简单 计 ， 这 里 不 考 滤 波导 的 双 界 面 反 射 间 题 )， 左右 双方 非 线 性 介 电 常数 分 别 为 
по+ а E| Ж n + а |]. FERIE TE 非 线性 波 。 于是， 在 x-z 平 面 ，Maxwell 
方程 可 用 标量 方程 


ΤῈ ΡΝ =n ΚΕ (11.88) 


я-а | E|? | 91-а, ||? ψι 


图 11-9 平面 波 界面 反射 示意 图 
(ψ HANH. Н О<а< a. n»n) 


第 11 章光 孤子 的 反射 、 透 射 和 等 价 粒子 分 析 一 279 一 


表示 。 式 中 ， 知 是 真空 波 数 。 众 所 周知 ， 上 式 支 持平 面 波 解 ， 生 波 矢量 满足 k, +k, = 
по, з ?为 非 线性 情况 下 ， 且 只 考虑 kk 这 一 情况 ， 并 设 


E(x, z)= F(x, гђе“ | (11.89) 
代入 式 (11.87) ж | 
DRESS t = 2T (в пур 0 (11.90) 


作 恋 换 х Кх, z— kz, ΒΒ 
2 
ОВЕ ΣΕ (g^ пур 0 (11.91) 
д2 дх 


对 于 Foe DARE. УЖЕ ЕМ 五 的 切 向 分 量 连续 的 条 件 。 对 于 东 缚 解 ， 还 应 满足 
F,—0 (24 x — + оер). 


(1) 线性 近似 
上 面 方程 式 (11.91) 的 线性 近似 解 是 : | 
F,- е ha y R(k e t rt 5 (x « 0) 
F =T Е, x+ К z/ 2P) (11.92) 
к= Tk * (x 50) 


χα ο ΒΤ АНЕ), Β 
m k^ = k? — (ni — n) 此 即 Snell 定律 。 由 ΕἼΘΕ 9x 的 连续 性 ， 可 确定 : 


( 一 1)? 
(k )= — Σ 173 
τῶ ΓΡ 11.93 
2k (11.23) 
Τ(Κ )= 一 = 


x k + (k`— 1)? 
Rh, k = ИМА, A= по пу >0。 对 于 波 包 反射 和 透射 ， 可 将 式 (11.92) 乘 上 人 和 人 射 波 
包 的 Fourier 变换 的 系数 (9Η, ΤΗ dk, 积分 即 可 。 


(2) 表面 非 线 性 驻 波 
对 于 驻 波 情况 ， 波 包 不 随 z 变化， 这 对 0/ 9z=0， 于 是 式 (11.91) 变 成 


SFO) won, IR2)= 0 (11.94) 
dx? 
于 是 有 解 : 
XB’ — п?) 2 2.1/2 
E | sech[(f— п2) απ x] (α-0) 
F+ (х)= (11.95) 


Е= п?) 


αι 


1/2 
| sech [(β᾽-- n2) F х )] (x >0) 
ЕО) 和 F (x) 分 别 代表 了 处 于 界面 右边 及 左边 的 驻 孤 波 。 其 中 ， Xp x» β[ΣΗ͂ ТЕ 波 的 
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F RF / ax 在 界面 连续 条 件 确 定 ， 结 果 是 : 


2,1/2 


l ш 10А) 


2 241/2 2.1/2 


*oXB-n) 1— r(1— р) 
2.162 
x = 2 ! 2.1/2 ш i+ (一 1) 
208 — πι) 1— (1— & ) 
_ (n7 n) 
а axf^— п?) 
2 2 17/2 
- [£55] 
有 一 mn 


并 要 求 x< 1， 以 保证 是 实 解 。 庆 < 1 意味 着 对 作 了 限制 


p > В? = п, i+ >n 


min ] 一 
AH, а= a / €. 
图 11 —10 中 给 出 了 F^ (x) 的 剖面 曲线 。 
1. 00 
0. 75 F* 
0. 50 


—30 —15 0 15 30 


т 


图 11 一 10 F^ (х) аа 


(1970.5, &,—2.0(x—0.25), n2—0.11, n =0.01, 80.7) 


11.3.5 BR ΘΒ SER E H Siti T TR iC 
І. 左 方 介质 中 的 等 价 粒 子 分 析 


假设 波 随 z 演化， 以 致 其 波峰 始终 能 保持 在 界面 左边 ， 令 


F (247 i! – πα ОВ) 
(х, 2)= x A(x, τε 
0 


X. t—z/2B. Н А(х, г): 


(11.96) 


(11.97) 


(11.98) 


(11.99) 


(11.100) 
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2 e^ 
$24, 94, 214 A= vA (11.101) 
дт x | | 
~ 0 х<0 
== | E ， (11.102) 
A— 2[a '— 1]А| x »0 
RP., A= n.- n’, 如 果 设 A(x, т)= 2y sech [2n (x 一 De ? Н dx/ dr=v, 
dc /dc-— /8+21， 把 上 式 代 人 式 (11.68) 之 前 ， 先 由 式 (11.66) 计 算 
_ 1 х 2 
U,G)- M^ '| /4A "Yas 
] A 3 
- A(1- as, )ianh(2n D+ τς. tanh’ (η 7) (1.103) 


xb. /QAl)= AAF (1 a DAI RORCE BERE RO I. S.= 1/ [40 / NA) (1— O) 
而 粒子 质量 是 


M- [л т)А (x, т)йх (11.104) 
于 是 式 (11.68) 可 写成 
， 
MEX = удар) (11.105) 
ат 
由 式 (11.103) 可 得 
U 
= = 2g, Asech (2y, X)[1— as, sech (25, X)] (11.106) 


dx 

由 此 得 势 的 临界 点 dU , / dx- 0 存在 的 条 件 是 Soc 1， 并 且 始 终 是 一 个 最 大 值 。 当 - 
αρ: 1 时， 六 是 元 的 增 函 数 。 由 Newton 第 二 定律 式 (11.105) 可 解 出 

v G)- у (®„)= AU, E,- U , G] (11.107) 


上 式 即 能 量 守 便 定律 ， 即 总 能 量 ，( 避 /2 + U (ХӘР (ВЕ — Uu she. 882190086). 
Π-11 中 给 出 了 xSo< 1 和 aSo> 1 两 种 情况 下 的 尽 , (河曲 线 。 由 图 可 知 ， 当 абу 1 
H RAU, (是 增 函 数 ， 但 由 于 总 有 UU GO) «0. BUE νεο 的 孤子 都 将 穿 过 界面 ( 透 
射 )， 也 就 是 说 ， 在 左边 区 域 不 存在 稳 态 解 。 当 wSu< 1 时 ， 坟 ，( 悦 在 左边 有 一 个 极 大 值 ， 
ЖЖ у E) 2+ UG)» max(U ,)， 则 波 仍 将 穿 过 界面 ， 当 不 等 式 反 过 来 时 ， 在 波峰 
还 未 到 达 界 面 时 ， 波 将 被 反射 回去 ， 但 是 ， 由 于 极 大 值 的 存在 即 受 力 为 零 的 点 存在 )， 
故 孤子 在 这 一 点 是 不 稳定 的 (在 两 边 受到 的 力 不 是 恢复 力 ， 即 不 是 指向 这 一 点 ， 而 是 恰好 
相反 )， 这 对 应 于 中 心 存在 于 左边 区 域 的 不 稳定 的 稳 态 孤子 解 ， 并 与 前 面 的 严格 解 ΕΟΟ 
应 。 关 于 孤子 的 速度 ， 它 对 应 于 人 射 角 光 。 且 =vwockOocsiny， 当 =x/2 时 ， 代 
表 垂 直人 射 ， 这 时 ， 本 节 分 析 失效 (本 节 只 适应 < 1 的 掠 射 情形 ) yom, ур=0, Bj 
理 ， 在 右 方 介质 中 ， v oc KP ocsiny,. 
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2. 右 方 介质 中 的 等 价 粒子 分 析 
”在 右 方 介质 中 ， 可 令 


F(x, z)= (2) ле ce 0700 (11.108) 
于 是 仍 可 得 到 式 (11.101)， 这 时 式 (11.102) 应 由 下 式 取代 : 
ў= у= [^ A- 2^ — ΠΙΑ x<0 (11.109) 
0 x »0 
可 得 | 
U = М1— 57 "апу D+ z5 tanh’ (2η 3) (11.110) 
1 
这 里 已 设 


4(x，T)= 2n,sech [2η (x — nk" 20) 
并 有 do/ ἁτ-- — ν΄ / 8 + 21, 5 = 1⁄ MO, ψάγα- 3) 


11-1 U(x ) 随 x 变化 的 曲线 11—12 Uk(x) 随 x 变化 的 曲线 ᾿ 

图 11-12 给 出 了 三 种 典型 的 UV OHR. ш 51> 185. U ORTAKA H 
U,()» 0， 这 时 从 左 方 传 来 的 孤子 ， 如 果 v E) 20, (x0)< max(U „(х)}= 
U (+ co)， 则 波 穿 过 界面 后 ， 仍 会 返回 到 左 方 介质 。 如 果 上 面 的 不 等 式 反 向 ， 则 波 将 透 
Яў, Ву? 0)/2+U (£09) 7v G,)/ 2 U GE. ЖЕ νο -ν΄())/ 2-U (X) 
0499) «ν΄ (х„)/ 2， 即 透射 角 y JST AER Ye 9 Sí 1 时 ， 避 (加 有 一 个 极 小 
值 ， 在 这 一 点 ， 孤 子 所 受 力 为 零 ， 且 在 这 点 两 边 时 ， 所 受 力 即 一 种 恢复 力 ， 即 都 指向 这 一 
点 ， 故 在 这 一 点 存在 稳定 的 稳 态 孤子 解 ， 对 应 于 前 面 F'(x) 严格 解 ， 这 个 解 被 约束 在 这 个 
极 小 值 点 附近 ， 并 作 周期 振 葛 。 以 上 是 基于 孤子 脉冲 入 射 的 假设 而 得 出 的 ， 在 实际 中 ， 脉 


冲 往往 不 是 孤子 [sech(。)] 脉 冲 ， 这 时 的 结果 应 与 以 上 结果 有 区 别 ， 也 就 是 对 势 的 表达 式 
会 产生 一 定 的 影响 。 | 
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11.3.6 小 结 


本 节 给 出 了 合 一 般 扰动 项 ( 算 子 形式 ) 的 NSE 的 等 价 粒 于 理论 ， 一 方面 使 我 们 对 动力 
学 孤子 ( 非 拓 扑 孤 子 ) 的 粒子 性 质 有 了 更 深入 的 了 解 ， 而 且 ， 作 为 一 种 微 扰 方 法 ， 还 可 用 于 
研究 相当 广泛 的 一 类 问题 。 利 用 这 一 理论 ， 本 节 一 方面 研究 了 空间 孤子 的 界面 反射 ， 同 时 
还 从 等 价 粒 子 角 度 研 究 了 同 相反 相 光 孤子 对 的 相 志 作用 问题 ， 得 到 了 与 Gordon #3£ i: 
散射 理论 的 结论 及 Anderson 等 基于 微 扰 变 分 法 的 分 析 完 全 一 致 的 结论 。 本 章 方法 显然 容 
易 用 于 三 孤子 及 多 孤子 序列 的 相互 作用 问题 ， 为 这 类 问题 提供 了 解析 分 析 途 径 ， 因 为 到 目 
前 为 止 ， 这 一 类 问题 的 分 析 只 能 借助 数值 模拟 。 这 一 方法 使 物理 图 像 更 加 直观 ， 也 易于 被 
实验 工作 者 所 接受 ， 因 为 他 们 只 需要 在 牛顿 力学 框架 下 进行 分 析 。 本 节 的 分 析 业 已 表明 ， 
等 价 粒 子 理论 ， 作 为 一 种 微 扰 法 ， 能 得 到 与 逆 散 射 微 扰 法 及 变 分 微 扰 法 相同 的 结论 ， 但 更 
重要 的 是 ， 在 某 些 问题 中 ， 使 用 后 两 种 方法 显得 非常 不 方便 ， 这 时 等 价 粒子 理论 就 能 显示 
出 其 优越 性 。 例 如 ， 对 于 绝热 近似 失效 的 情况 ， 这 时 使 用 逆 散 射 微 扰 就 不 方便 了 ， 对 于 方 
程 微 扰 部 分 做 不 到 可 积 甚至 近似 可 积 ， 这 时 ， 微 扰 NLS 方程 的 Lagrange 无 法 构造 ， 因 
此 ， 也 就 无 法 使 用 变 分 微 扰 法 ， 但 是 对 这 两 种 情况 ， 等 价 粒子 方法 都 能 有 效 而 且 方 便 地 
使 用 。 
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第 1258 


Жа NLS SEXTA 


121 WA NLS 方程 及 其 物理 背景 


121.14 5| 
耦合 非 线性 NLS 方程 
2 
ш + іди + 225. a|lu| u+ b|v[ ut c u+ дуги" = іуи+ R (u, v) 
7 д 
Ν (12.1) 
iv — іду + 254 av] v+ blu] v+ c v+ duv'- iy R,(w v) 
t x дх 


可 以 描述 相当 广泛 的 一 类 物理 问题 。 例 如 ， 双 折 射 无 耗 光纤 中 线性 极 化 准 单 色 波 包 的 演 
化 方程 是 : 

ё= 0 с= ] а= 1 e = e,= 0 y= 0 = К,= 0 
的 情况 ，Muraki 和 Kath"“ ”分 析 了 这 个 系统 的 Hamilton 动力 学 问题 。Malomed 在 他 
的 两 篇 文献 ”””” 中 分 别 取 : 


б= c a= 2 b-2u c = e,= 0 d= 2(1— р) у= 0 R = К,= 0 


和 

д=с a=2 һЬ=2(1+ c= —c,=—@ d-2f' y=0 R = R,=0 
对 这 个 系统 分 别 进行 了 孤子 相互 作用 和 Lagrangian 变 分 分 析 。 这 样 的 参数 选取 来 源 
于 Menyuk 及 其 合作 者 577 Kivshar 选取 | 

a=] a=]  b-2/3 с=с,=0 d-0 R=R,=0 y#0 
对 有 耗 系统 进行 了 Lagranian 变 分 分 析 。 在 文献 【163] 中 讨论 了 利用 双 折 射 作为 光纤 中 
孤子 的 相干 开关 的 机 理 ， 其 中 克 合 方程 中 的 参数 选取 如 下 : 

c= | а= 1 c = e,= а= 0 y= 0 R = К,= 0 

可 见 ， 耦 合 方程 式 (12.0D) 具 有 广泛 的 物理 背景 ， 对 其 进行 理论 分 析 有 着 重要 的 意义 . 

这 个 方程 ， 既 包括 了 自 相位 调制 (SPM)， 又 包含 了 交叉 相位 调制 (XPM)， 前 面 我 们 已 经 看 
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到 ， 则 相位 调制 是 形成 孤子 的 先决 条 件 ， 而 交叉 相位 调制 则 引起 不 同 模式 (包括 极 化 ) 或 不 
同 信道 之 间 的 耦合 。 当 两 束 或 更 多 束 光 波 周 时 在 光纤 中 传输 时 ， 它 们 将 通过 光纤 中 的 非 线 
性 发 生 相互 作用 。 通 常 ， 这 样 的 互 作用 在 适当 的 条 件 下 通过 不 同 的 非 线 性 现象 会 产生 新 的 
波 ， 如 受 激 喇 曼 散射 和 受 激 布 里 渊 散射 、 谐 波 产 生 以 及 四 波 混 频 ， 但 是 ， 相 同 的 非 线性 通 
过 上 述 交 叉 相位 调制 现象 也 可 在 人 射 波 之 间 产 生 耦 合 。 交 叉 相 位 调制 的 产生 是 因为 一 光波 
的 有 效 折 射 率 不 仅 与 此 波 的 强度 有 关 ， 而 且 与 另外 一 些 同 时 传输 波 的 强度 有 关 ， 所 以 交叉 
相位 调制 总 伴 有 自 相位 调制 产生 。 下 面 先 简要 地 将 单 束 光 脉 溃 传 输 理论 扩展 到 两 束 光 脉冲 
在 单 模 光 纤 中 传输 的 情形 ， 在 此 过 程 中 我 们 将 阐明 交叉 相位 调制 的 起 因 。 一 般 两 个 光 场 不 
仅 波 长 可 能 不 同 ， 偏 形态 也 可 能 不 同 ， 而 且 由 光学 上 的 非 线 性 双 折 射 ， 每 个 场 的 偏振 态 在 
传输 过 程 中 也 可 能 发 生 改 变 。 实 际 上 ， 早 在 1964 年 已 观察 到 这 种 自 感应 偏振 效 
应 ， 并 且 从 此 得 到 广泛 的 研究 ， 特 别 是 光 Kerr 效应 “35~192 。 在 这 一 节 中 ， 
将 两 种 情形 分 开 考虑 。 首 先 ， 考 虑 两 束 不 同 波长 的 光 场 沿 保 偏光 纤 的 一 个 主轴 方向 线 偏 
振 ， 并 且 在 传输 过 程 中 保持 偏振 态 不 变 的 情况 ; 然后 ， 考 虑 在 包括 了 固有 模式 双 折射 和 非 
线性 双 折 射 之 后 ， 相 同 光 波 偏振 分 量 之 间 交 又 相位 调制 类 合 情 况 。 


12.1.2 双 信 道 问 的 耦合 


在 波 分 复 用 中 ， 需 要 多 种 波长 (或 频率 ) 的 光 脉 冲 同时 在 光纤 中 传输 。 下 面 考虑 光 场 沿 
保 偏 光纤 的 一 个 主轴 方向 线 偏 振 并 保持 偏振 态 不 变 的 情况 。 在 准 单 色 近 似 情况 下 ， 
Δω/ ay«l, AW JE. oy 为 中 心 频率 ， 一 般 wo~ l0)rad/ s， 因 而 对 脉 宽 > 
0.1 ps(Aw< 10P rad / s) 的 脉冲 是 适用 的 。 这 时 


Ex, = 3 МЕ, ехр(- io + E,exp(— іо, N+ с.с,® (12.2) 
式 中 ，x 是 偏振 方向 的 单位 矢量 ，w; 和 w 是 两 脉冲 的 中 心 频率 ， 并 且 假 设 对 应 的 振幅 E 


和 Е, 是 相对 时 间 量 ως ΟΙ 或 2) 的 慢 变 化 函数 。 这 种 假设 与 Лосос 的 假设 是 等 价 的 ， 
Ao, 是 谱 宽 ， 此 假设 对 脉 宽 > 0.1 ps 成 立 ， 慢 变 振幅 E, E, 的 变化 由 波 方程 


2 2 
1 J'E oP oP 
Vip. — T. y ua NL 123 
ο’ at oa o дг” 023) 
描述 。 式 中 : 
+ со 
P (в ὃς ει [ χ ο (— νὴ» Εν άν (12.4) 


+ әс 
3 
Р,(в D= ef x?c- i, t— tp t— έ Επ tB 1,)Er t,)dt dt dt, 


| (12.5) 
在 准 单 包 近 似 (Aw< wo) 下 ， 将 式 (12.2) 代 入 式 (12.4) 得 : 


1 ~ 一 іо — iw 
P (5 t)= 5 XP, (n te 1+ Po te ^;-cc] (12.6) 


Occ iE TEE Па ЖОШ] ЕЕ 11. 
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t9 ο СУИ 
k 
Р = sf xal- 1)Е (5 t^e dt 
十 oo | 
= «| TOOME, te do (к= 1, 2) | (12.7) 


代 式 (12.2) 代 人 式 (12.5) 将 给 出 
Р (s D= T RUP, бо )exp(— іо D+ P, (0,)exp(— io, t) 


+ Р (20, — о„)ехр[— 120 — o,)t] 


+ P ,, Qo,— o )exp[— i(20,— o,)t]) + с.с. (12.7) 
Р „,(®,)= xz. (E + 21Е Е, š (12.8) 
P u. (0,)7 z. (IE, + ДЕ,| ЭЕ, (12.9) 
Р Qo — o,)= z. E: E; (12.10) 
Р O, αι) Xa EE 2.11) 
ΒΒ: 
πίω. |E|°)= n(o)+ п ДЕЈ? (12.12) 


Oa 与 频率 的 明显 关系 没有 给 出 。 这 里 已 把 x@) 的 时 间 关系 用 ó 函数 给 定 了 ， 即 已 假定 非 
线性 响应 是 瞬时 作用 ， 这 相当 于 已 忽略 了 色散 。 方 程式 (12.7) 的 非 线 性 感应 极 化 强度 具有 
在 新 频率 20,0, 和 20,0, 下 的 振荡 项 ， 这 些 项 产生 四 波 混 频 现象 如 果 在 实际 中 打算 有 
效 地 建立 新 的 频率 分 量 ， 必 须 满足 相位 匹配 条 件 ， 此 条 件 在 实际 过 程 中 一 般 不 满足 ， 除 非 
作 特 殊 的 安排 ， 在 本 节 中 假设 相位 匹配 条 件 不 满足 ， 所 以 忽略 四 波 混 频 项 ， 剩 下 的 两 项 对 
折射 率 产生 非 线性 作用 ， 这 可 通过 将 Pro) 写成 下 面 形式 看 出 


P (o )= EE E, G= 1, 2) (12.13) 
将 它 与 线性 部 分 合 在 一 起 ， 则 总 的 感应 极 化 强度 写成 
Ρ(ω͵)- s e E, (12.14) 
Xm: 
e= e+ e" = (n, Ап) (12.15) 


ПЕТТЕ И, An, 是 三 阶 非 线性 效应 引起 的 折射 率 改变 量 。 利 用 An, MH 
射 率 的 非 线性 部 分 为 


NL ` 
An = 3 n,( IE + ДЕ, |) (12.16) 


j 


式 中 ， 非 线性 折射 率 系数 


n3 9 
27 8n X xxx 


并 且 已 假定 nn» SË n, 与 方程 式 12.12 中 的 n, 相同 。 


(12.17) 
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方程 式 (12.16) 表 明 ， 一 个 光波 的 折射 率 不 仅 与 这 个 波 的 强度 有 关 ， 而 且 与 另 一 共同 传 
输 波 的 强度 有 关 。 当 光波 在 光纤 中 传输 时 ， 获 得 一 个 与 强度 有 关 的 非 线性 相位 


2 


w 2 ω zn . 
o= 1 Ан = — ЕД Е, | 


J c 1 c 
第 一 项 与 自 相位 调制 相 联系 ;第 二 项 产生 于 共同 传输 的 另 一 光波 对 这 束 光 波 的 相位 调制 ， 
它 与 交叉 相位 调制 相 联系 ; 方程 式 (12.18) 右 边 的 因子 2 表示 对 相同 的 光 强 ， 交 叉 相 位 调制 
作用 是 自 相位 调制 的 两 倍 。 其 起 因 可 追溯 到 方程 式 (12.5) 中 与 非 线性 极 化 强度 三 部 分 之 和 
有 关 的 项 数 ， 定 性 地 讲 ， 两 光 频 不 同时 的 情形 与 频率 简 并 时 的 情形 相 比 项 数 加 倍 。 假 设 非 
线性 效应 对 光纤 的 模式 影响 不 大 ， 横 向 关系 可 以 通过 分 离 变量 看 出 ， 把 EG VIR 

E (z. ty F(x, у)А (z, DexpGf, 2) = 1, 2) (12.19) 
Xu. Ко ΑΡ) ΒΑΝ ΑΕ, AG ERRELE. by 是 中 心 频率 为 o 对 应 
的 传播 常数 ， 将 每 个 与 频率 有 关 的 传播 常数 B(w) 展 开 ， 并 且 仅 保留 到 二 次 项 ， 就 可 包含 
色散 效应 。 对 4(z， 站 所 导出 的 传输 方程 是 


дА, дА, i, 0A, а 
ΤΡΏΩΝ 


] οι, 2) (12.18) 


+ 


A = SÉ e A Pa of ра 
ΝΟ + 24,1 


G k- 2, ἀπ) (12.20) 
AB. ἀπ, Pj 二 1/ v, YERERE В, 是 群 速 色散 系数 ， «ЩЖ, 258: {Γι 
定义 为 
|| es оя, e XY ἀχὰν 


| ff ine: naxe | f MIN saxa | 


在 多 模 光纤 中 ， 两 束 光波 可 以 以 不 同 的 光纤 模式 传输 ， 交 释 积 分 之 间 的 差别 可 能 很 
大 。 对 单 模 光纤 来 说 ， 因 为 模式 分 布 E(x，y) 与 频率 有 关 ， 所 以 fus fos fio 一 般 也 不 相 
同 ， 它 们 之 间 的 差别 很 小 ， 在 实际 情况 中 可 以 忽略 。 这 时 方程 式 (12.20) 可 以 写成 下 面 形式 
HATRED IE: | 


Λα (. k= 1, 2) (1221) 


0A, .1 дА, 1 δα, Ж, 3 2 2 
πεν. + 214,114, (12.22) 
дА 1 24, i OA, a 
2 2 1 2 2 А 2 2 
d: vl C jr t 2 A = iy [14 + ДА | 14, (12.23) 
式 中 ， 非 线性 系数 y 与 单 东 光 情况 类 似 ， 即 
n0, . 
y,— ΣῊΝ (j= l, 2) (12.24) 


Aa ЖЯ ЖЕ ЖИЛ (Аш =1/ fu). ABRAR dr 相同 。 在 可 见 光 范 围 典 型 的 
Aa 710—20 jm?， 相 应 的 γι 和 的 值 在 20—30 W^km" 范围 内 ， 与 频率 o, 和 ω, 有 
关 。 一 般 情 况 下， 两 个 脉冲 不 仅 具 有 不 同 的 群 速 色散 系数 ， 而 且 以 不 同 的 速度 传输 ， 因 为 
它们 的 群 速度 不 同 。 由 于 脉冲 互相 走 离 将 限制 交叉 相位 调制 的 互 作用 ， 所 以 群 速度 失 配 起 
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着 很 重要 的 作用 。 可 用 方程 


0 


L =—— 
"^" | | (12.25) 
da= В,0,)- B, A= у, Q7», A) 
描述 由 于 群 速 度 失 配 导致 两 交 生 脉冲 互 相 分 开 时 的 光纤 长 度 值 ， 其 中 ，7', 为 脉冲 宽度 。 
1213 ”两 种 极 化 分 量 之 间 的 耦合 


这 里 先 简单 推导 两 种 不 同 极 化 分 量 之 间 的 耦合 .在 下 节 中 ， 将 对 双 折 射 光 纤 中 的 耦合 
方程 进行 严格 推导 。 一 个 椭圆 偏振 光波 的 电场 可 写成 


Εν = GE, + УЕ )exp(— iw D+ c.c. (12.26) 


XB. E, 和 ,是 中 心 频率 为 o, 光波 偏振 分 量 的 复 振幅 。 和 前 面 一 样 ， 将 方程 式 (12.26) 
代入 方程 式 (12.5) 可 得 非 线 性 极 化 强度 Pr， 在 各 向 同性 介质 中 ，Pia 的 一 般 形 式 可 写成 


1 < ~ . 
Pa” D)= s(xP + yP )ехр(— io t) с.с, (12.27) 
P.fü P, (16) 
pof уу EEE + O ЕЕЕ`+у? ЕЕЕ" | 12.28 
i 2 ; K xxyy Pj J X уху i i j Х уух j j id ( ` ) 


RP, ¿ у=х# y. у?” = hyr Б у), 的 关系 为 

ια Kus К Жуу + Хуу (12.29) 
三 个 分 量 的 相对 大 小 与 决定 Xe) 的 物理 机 制 有 关 。 对 石英 光纤 三 个 分 量 大 小 基本 相 
[] 99 。 为 简单 起 见 假设 它们 相等 ， 则 由 方程 式 (12.28) 偏 振 分 量 P.H P, 


3e 
20779 0) 2 2 2 1 . 
Р = q ka Á ШЕЛ + SIE, JE, + 3 (E, Е )Е } | (12.30) 
Р _ 3, Q) 2 2 2 l | 
= XE, + SIE, JE, + 4€E, E )Е } (12.31) 


方程 式 (12.30) 和 式 (12.31) 中 的 最 后 一 项 与 方程 式 (12.7) 中 的 四 波 混 频 项 类 似 ， 只 是 此 时 是 
在 相同 的 频率 下 起 作用 ， 因 为 极 化 分 量 是 简 并 的 (wo = оз = wo)， 它 对 偏振 演变 过 程 的 重要 
性 与 正 交 偏 振 的 光纤 模式 之 间 的 相位 匹配 程度 有 关 。 这 些 正 交 偏 振 的 光纤 模式 由 方程 式 
412.21) 定 义 的 偏振 拍 长 Ls 描述 。 如 果 光 纤长 度 L> Za， 像 强 双 折 射 光 纤 情 况 ， 因 为 相位 
失 配 很 大 ， 方 程式 (12.30) 和 式 (12.31) 中 最 后 一 项 的 作用 可 忽略 。 另 一 方面 ， 在 弱 双 折射 光 
ffr. WR L< Za， 则 必须 包括 这 一 项 。 折 射 率 的 非 线性 变化 An,. An, 由 方程 式 (12.30) 
中 比例 于 E, 的 项 决定 ， 用 与 方程 式 (12.14) 和 式 (12.15) 相 似 的 关系 式 ， 可 得 : 


2 2 2 
Ап = n,| IE, + ŠIE, ] (12.32) 


2 2 2 
А, = n,| IE, + τε | (12.33) 


O RH, n 由 方程 式 (12.17) 定 义 。 与 方程 式 (12.16) 比 较 可 知 ， 两 种 情况 的 形式 相似 。 运 用 与 
方程 式 (12.18) 类 似 的 关系 式 可 得 到 非 线 性 相 移 ， 可 以 发 现 两 个 偏振 分 量 之 间 的 交叉 相位 调 
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制 比 两 个 不 同 频率 波 之 间 的 小 ， 因 为 它 包 含 的 因子 是 2/ 3 而 不 是 2 但 是 定性 行为 仍然 
是 相同 的 ， 特 别 是 当 人 射 脉 冲 是 椭圆 偏振 时 ， 交 叉 相位 调制 引起 的 场 分 量 E 和 E, 之 间 
的 非 线性 耦合 将 产生 非 线性 双 折 射 ， 它 使 偏振 态 发 生 改 变 。 因 为 它 表 现 为 偏振 椭圆 的 一 个 
旋转 ， 所 以 这 种 现象 被 称 为 椭 贺 旋转"  。 由 方程 式 (12.19) 定 义 的 慢 变 化 振幅 4. 和 A, 
满足 下 面 两 个 耦合 方程 : 

дА 04. | 94 α 


э! әли + ΠΡΩΗΝ 

= ul М.Р TNR ]4.* 24: A exp(— 2iApz) (12.34) 
24, В 94, 18 δα, x 4 
à; Pw tabu: τ΄, 

- | 4+ PNE |а, + 24 A? expQiAfz) (12.35) 


AP, Д8 = B7B. 是 由 于 光纤 的 线性 双 折射 或 模式 产生 的 波 矢 量 失 配 ， 应 该 注意 同样 的 
线性 双 折 射 也 导致 两 偏振 分 量 之 间 的 群 速度 失 配 。 除 最 后 一 项 外 ， 方 程式 (12.34) 和 式 
(12.35) 与 方程 式 (12.22) 和 式 (12.23) 相 似 。 另 一 个 值得 注意 的 特征 是 由 于 两 偏振 分 量 的 频率 
简 并 ， 所 以 两 个 偏振 分 量 的 非 线性 参量 y 相同 。 


12.2 双 折 射 光纤 中 光波 耦合 的 严格 理论 


1221 引 É 


在 Kerr 介质 中 ， 非 线性 波 的 演化 起 源 于 x 中 响应 ， 而 x 中 响应 几乎 是 零 或 可 以 忽略 
例如 ， 包 含 一 定数 量 的 LiNbo 和 GaAs 的 波导 及 光纤 属于 这 种 情况 。 这 里 注意 力 将 集中 ` 
于 一 对 正 交 极 化 本 征 模 ， 它 们 在 双 折 射 可 被 忽略 时 是 简 并 的 。 在 单 模 光 纤 中 ， 它 们 仅 对 应 
于 那些 可 传播 的 模 。 它 们 通过 Ker 效应 非 线性 地 相互 耦合 。 耦 合 的 性 质 及 强度 关键 取决 
于 双 折 射 。 在 线性 双 折 射 中 “ ， 交 叉 看 合 项 只 有 自 耦 合 项 的 2/3 倍 。 还 存在 另 一 耦合 
项 ， 它 在 低 双 折 射 情况 下 ， 导 致 椭圆 旋转 。 

在 圆 双 折射 光纤 中 ， 交 叉 看 合 项 是 圆 焰 合 项 的 2 倍 ， 这 表明 可 能 存在 一 个 理想 
的 椭圆 度 ， 它 使 自 耦 合 与 交叉 硬 合 相等 ， 这 正 是 椭圆 角 6=35° 情况 ， 这 一 点 下 面 还 会 
看 到 。 

交叉 耦合 项 可 能 在 开关 应 用 中 起 着 重要 作用 ， 一 个 可 能 的 方案 ( 见 图 12-1 中 示意 上 已 
由 Lattes 35 (0? 和 LaGasse 等 099 提出 。 在 该 方案 中 ， 一 个 沿 某 一 方向 偏振 的 信号 脉冲 
分 成 两 个 脉冲 ， 并 使 每 一 分 量 各 自 进 和 人 Mach-Zender 干涉 仪 的 两 个 臂 ， 在 一 个 辟 中 引入 
另 一 偏振 的 开关 脉冲 (虚线 )” 于 是 ， 这 个 开关 脉冲 将 使 在 同一 臂 中 的 信和 号 ( 即 下 臂 中 的 信 
号 ) 脉 冲 产生 附加 相 移 。 这 样 ， 当 两 信号 脉冲 在 干涉 仪 出 射 端 合并 时 ， 它 们 的 相干 是 相 消 
的 ， 而 不 是 加 强 的 。 | 

ТЕ ЖЕРТ И d (implementation) 99 中 ， 两 个 干涉 臂 必 须 是 时 间 相 干 的 而 不 是 空间 相 
干 的 ， 而 且 是 分 离 的 ， 以 避免 两 臂 中 参数 变化 的 影响 。 两 信号 脉冲 之 一 被 时 间 延 迟 ， 两 个 
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信和 号 通过 同一 光纤 ， 在 两 个 信号 脉冲 合并 之 前 ， 被 延迟 的 脉冲 得 到 加 快 。 为 了 能 方便 超前 
和 延迟 其 中 一 个 信和 号 脉冲 ， 而 不 影响 另 一 脉冲 ， 他 们 应 该 是 反 向 极 化 的 。 开 关 脉 冲 的 极 化 
应 与 它 所 要 改变 相位 的 信号 脉冲 的 极 化 相反 。 


A— 


— 


输入 脉冲 


“Ἢ 


并 六 


12-1 Kerr 开关 方案 示意 图 


另 一 些 开关 方案 也 被 提出 “2 -20 ， 虽 然 它 们 具有 优点 ， 但 也 存在 缺点 ， 在 刚才 提 到 
的 方案 中 ， 潜 在 的 缺点 是 当 开关 脉冲 通过 信号 脉冲 时 ， 开 关 脉 冲 不 仅 使 信号 脉冲 产生 相 
移 ， 而 且 还 给 信号 脉冲 留 下 一 个 影子 ， 这 个 影子 是 信号 脉冲 的 一 部 分 ， 但 与 开关 脉冲 有 相 
同 的 极 化 ， 这 个 影子 从 属于 信号 脉冲 ， 但 不 能 从 信号 脉冲 分 离 出 来 。 影 子 已 在 数值 研究 中 
被 发 现 C1612 А 

24 fr Fi Ak fü BL XY r 941 Zt ЖЫ Ska E 22 X 8825 TR 5 BLA DU AE pO. тщщ 
现 。 在 这 种 情况 下 ，Manakov “Р 的 研究 表明 ， 支 配 波 演化 的 耦合 NLS 方程 可 用 逆 散 
射 方法 “2 求解 ， 因 此 ， 存 在 孤子 解 。 

当 一 种 极 化 的 孤子 与 另 一 种 极 化 的 任意 形状 脉冲 相互 作用 时 ， 它 将 经 历 一 个 均匀 的 相 
移 并 具有 一 定 的 空间 位 移 ， 但 极 化 及 形状 都 不 发 生变 化 。 因 此 ， 只 要 信号 脉冲 是 孤子 ， 开 
关 脉 冲 的 形状 可 以 任意 选择 。 . 

椭圆 双 折射 介质 是 可 以 得 到 的 ， 例 如 在 控制 过 程 中 扭转 一 种 适当 挫 杂 的 光 
纤 (203— 205) 即 可 实现 。 


1222 线性 理论 一 一 色散 分 析 


为 简单 计 ， 下 面 从 平面 波 近似 ( 单 色 近 似 ) 出 发 导出 耦合 NLS 方程 。 这 里 不 考虑 横向 
效应 ， 在 文献 ”中 考虑 过 详细 的 几何 结构 ， 几 何 结构 不 影响 方程 的 结构 ， 只 是 对 系数 有 
一 些 影 响 而 已 。 从 Maxwell 方程 , 

| oD 
V ` E= — MÁY (12.36) 


出 发 ， 其 中 DOE D=: EHP 相 联系 ， 已 是 极 化 矢量 ，P 与 互通 过 
P= 2, f X(— 1)* Hn їй” (12.37) 
HER. EX Fourier 变换 及 道 恋 换 : 
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— + о ії 
Kn ω)- | Fir, De" di (12.38) 
F(r д= 5. [| Fn oe "dt (12.39) 
并 定义 mE 
Ft (s, o)- 7 e) ΜΗ (12.40) 
002 < 


和 Fr ω)-- Fn ω)- F (n o) BWF (n DAE (n 0 通过 式 (12.39) 得 到 定义 。 由 
TF N= F` (s 0)+ F (һ DERA A FA FERIHA. ΤΙ 
假定 ， 对 Ев» DD 的 贡献 都 来 自 载 频 wo。 M-o MEREK ЖЩ. En NERE 
Ἐπ -ω)Ξ E (n o) MRE о=о 附近 不 为 零 ， 则 在 w= -oo 附近 也 不 为 零 。 因 此 ， 
在 通常 的 推导 过 程 中 ， 只 在 计算 结束 时 ， 才 在 复数 场 再 加 上 其 复 共 轿 。 与 这 样 的 过 程 等 
ft: 只 考虑 在 w= wo 附近 的 正 频 率 分 量 成 分 而 不 考虑 负 频 率 成 分 ， 它 们 在 计算 结束 才 加 
以 考虑 。 式 (12.37) 是 自 关联 形式 ， 在 频 域 可 写成 


Б? ( o)- sZ (0): E'( o) | (12.41) 
X ”有 两 个 正 交 本 征 矢 量 并 满足 : 


ei" €i ΗΝ 2 
e,* e; = 0 (12.42) 
Xx 也 同样 , 重 S Т 0 
E =E e+E e 
1 1 2 
=+ T^ ^+ ^ 
P'= P'e + Рі е, (12.43) 
于 是 得 到 MEM 
* ñ 
P = χι Ει . 
T* ee (12.44) 
P, = yx, E, 


SUB. n 和 χι οι. e 相应 的 本 征 值 。 具 体 的 alo) (0), e (YR e, (ӘЖ 
具体 的 x(w)， 与 本 征 值 相 应 的 线性 色散 关系 由 下 面 方程 给 出 : 


k(o)- PI Z, (oj ° 


o . E (12.45) 
Ko) PD z,o) 


式 (12.41) 和 式 (12.45) 是 一 般 成 立 的 ， 它 不 依赖 于 EOE wo 邻 域 之 外 的 区 域 为 零 的 条 
件 。 但 现在 就 要 用 这 个 条 件 ， 并 令 e,(w)= e,(w。) 和 e,(w)= 。,(w,)， 这 等 价 于 忽略 线性 
HRA MER- BRT | 

Р! (қ D= «| Ju DET (в ra (12.462) 
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Р? (rn D= 3 х,@— 1ηΕ7 (n Nar (12.465) 

XE: 
P*(n D= p(n ђе“ t (12.47) 
Е! (n у= U(r ге? nt (12.48) 


RP, Κο ko) 由 色散 关系 式 (12.45) 决 定 ， 由 于 Pr 及 Εἰ 的 频谱 集中 在 o= o 附近 ， 因 
此 p. U 的 频谱 集中 在 w=0 Т. p. U 是 慢 变 波 包 ， 随 o 的 快 变 部 分 已 被 去 掉 。 于 
是 有 


p(n )= а ne c,)U(n we "do (12.49) 
由 于 Оо 0 的 邻 域 之 外 是 零 ， 把 X 按 Taylor 展 开 
x, (ot © QT X, (e, ) 十 f, (e, o+ 5 "MCN Jw + ° (12.50) 


str. χι (oj)= d',(0)/ do" (o= oo)， 把 式 (11.50) 代 入 式 (12.49)， 并 作 Fourier 变换 


2 
р(® 0D= x,U( D+ p eo. ar + (12.51) 
上 式 带 搬 量 都 是 在 оо, 处 的 取 值 ， 如 果 令 — 
D: (в N= А(һ гео Ὃν (12.52) 
则 ， 
A( D= EU D+ iZ „200 D ly UG D, (12.53) 
这 里 _ 
&|(ю)= e [1 + Z, (ω)] (12.54) 


ЖЖ. СЕДНЕ 表示 出 来 了 。 同 样 ， 可 以 把 D: H EL 表示 出 来 ， 注 意 到 D7= 
рт" ж Dz= Di ， 因 此 ，D 的 线性 部 分 完全 被 ЕНГ. 

在 式 (12.45) 中 ， 给 出 了 前 向 波 的 色散 关系 。 由 于 Maxwell 方程 相对 于 z 是 二 次 的 ， 
因此 还 存在 后 向 波 ， 其 色散 关系 是 式 (12.45) 的 反 号 ， 但 是 ， 这 只 是 在 前 面 特 定 假设 下 的 结 
论 ， 即 假设 了 E 的 频谱 只 集中 在 w= о 附近 的 邻 域内 ， 也 就 是 波 数 分 布 在 k= 后 或 
ko=—ko 的 邻 域 内 。 换 一 名 话说， 除了 一 些 短暂 的 瞬间 外 ， 光 脉冲 总 是 存在 着 前 向 和 后 向 
波 ， 但 我 们 仍 假设 只 有 前 向 波 也 不 失 一 般 性 。 

现在 化 简 Maxwell 方程 以 便 只 保留 z 的 一 阶 项 ， 把 Er 及 Dt 的 表达 式 代 人 Maxwell 
方程 ， 可 得 


2 2 
e ω O 
— U+ V 10+ o EO ο +22, eU 
c? -ῳ 2 
i (Re, 2-2 κας (12.55) 
C ο ς ді 
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下 面 的 目的 是 为 了 消去 39”U /9 z 项 ， 由 于 U 在 时 间 及 空间 上 都 是 缓慢 变化 的 ， 因 此 有 : 
aU| laU 


kU [eS =: (12.56) 
, до |. |90 
lo UI Фаг » Pu (12.57) 
将 式 (12.55) 以 导数 的 阶 数 展开 ， 最 低 阶 给 出 
ViU+ kjU- 0 
2 (12.58) 
к= a k 
c | 
上 式 本 质 上 确定 了 色散 关系 式 (12.45)， 下 一 阶 量 确 定 
2 
QU .oo ,, €, QU ου, 0 κ 
FR Quee cer н е + ik δι = Ὁ (12.59) 


RP, K-dk/do 是 在 w= oo 处 的 取 值 。 在 这 一 数量 级 ， 光 脉冲 的 整体 运动 由 v。=1/ κ’ 
确定 ， 由 式 (12.59) 可 得 


QU 2 


ovU 
= (ky — (12.60) 
д2 дї 
将 式 (12.60) 代 人 式 (12.55) 
2 
ди ди 9», oo , dou 190 
р + К ГЕ ; ё, aj ©? E-o 
Bn 
QU |, дЫ _ 1 δυ _ 
Бу + ШК ya = 0 (12.61) 
同 理 ， 如 果 令 m 
vs t)- Ej; (n tet 9 (12.62) 


RP, - Κω), WA 
2 

ja. κος (12.63) 
t 


时 间 导 数 的 系数 恰好 包含 了 色散 关系 的 导数 。 这 并 不 奇怪 ， 这 一 点 通过 Green 函数 或 
Fourier-Laplace WHEA ERAT. Εἰ ἢ Waxwell 7; fii Fourier 变换 给 出 


2 + 


LA Κω В? = 0 (12.64) 
把 Laplace 变换 写成 下 列 形 式 : 
Et (k, а)= MENS ађе "dz (12.65) 
式 中 ，Im(k)< 0， 我 们 可 将 式 (12.64) 写 成 
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[k (o)- k’ ]E? = Er + ik, E, (12.66) 
фф, E = 0E/0z E= EG, oy z=0 处 的 取 值 。 限 定 光波 是 前 向 的 ， 这 等 价 于 
E', 二 认 (w)E,。， 这 时 ， 式 (12.66) 变 成 


ik- Κ(ω)Ε᾽ = E, (12.67) 
E c = c 附近 把 (wp) 展开 成 Taylor 级 数 
(к k,)— Κζω-- o )— jio о ЈЕ = Е, (12.68) 


利用 U(% 的 定义 可 以 看 出 ， 式 (12.68) 刚 好 是 Fourier-Laplace 变换 式 (12.61)。 用 这 种 
方法 得 出 线性 方程 比 前 述 方法 更 为 容易 ， 但 这 个 方法 对 非 线性 问题 并 不 是 一 个 一 般 性 的 简 
单方 法 ， 但 前 面 的 方法 却 是 。 


12.23 非 线性 理论 一 一 耦合 NLS 方程 


下 面 考虑 P 中 非 线 性 部 分 的 贡献 ， 假 定 没有 二 阶 非 线 性 项 ， 因 此 最 低 阶 就 是 三 阶 
项 ， 并 假设 介质 是 弱 各 向 异性 的 ， 以 致 非 线 性 响 效 应 可 看 成 是 各 向 同性 的 ， 把 二 阶 谐 波 撤 
在 一 边 ， 它 们 只 出 现在 特殊 的 情况 。 把 这 两 个 假设 用 于 光纤 ， 非 线性 极 化 率 必定 能 写成 下 
面 形式 : | | | 

P(r, t)= в] à, à [ dt, x(t— ει, t— t> 1—1.) 


[Es t) En г) 1,) ^ (12.69) 
在 计算 P h ΕΧΒΗΙΦΊ ΑΗ 8Η. ЯН И ЖЛЕ БИ ЩИ F IRISCRAEIU SUA. HR 
(12.69) (тт 6) 在 交换 c c, 是 不 变 的 ， 而 不 要 求 在 交换 < 一 ty cy 下 保持 
不 变 。 因 为 EE 的 频谱 在 分 布 在 o= o, 及 w= 一 wo 的 邻 域内 这 导致 也 的 频谱 集中 在 o= 
+ 3e, 和 o= αρ 的 邻 域内 。 假 定 (在 光纤 也 确 如 此 ) WERE w= w。 上 传播 ， 在 
w=3w 上 不 能 传播 ， 于 是 可 忽略 P hú) о = Зо, 的 成 分 对 电场 的 贡献 。 把 在 0 = cy 的 邻 
域 中 的 成 分 对 P КТС (ЕР, TUER, PEST 瑟 的 所 有 这 样 的 组 合 : 即 两 个 带 
“二 的 互 和 一 个 带 “ 一 的 巨 ， 即 


十 t t t 
P (n t)= | а] a| asi na 155 7 ἐν) 
б QUE (5 εὐ)’ E (5 г,ЈЕ (s, 6) c 


+ [Е (в η)’ E' (n (IE (s ες) | (12.70) 
在 频 域 中 ， 式 (12.70) 变 成 


一 个 - £o + оо + со ~ . 
P (n œ)= Ол)? [ο ао, Q, 0) 


. lag (в αι). E (в o)l E' (s o) 
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+ [E (n o)* E (n o)E (s o) (12.71) 


AP, eQ—0—0,-0, X(2.21)M  —JX T ml = -oz= o, = oo 的 邻 域 ， 式 (12.71) 的 第 
二 项 源 于 wj= oj=-oy=on 的 邻 域 。 如 果 像 得 到 线性 响应 那样 将 ZX ω,, ω,)Ε7ΕΠῚ 
Taylor 级 数 ， 但 又 只 保留 最 低 项 ， 于 是 


Pe o= а: ao, ο ο 
ο + b[E (n о). Et (s о,)Е (s, ο») - (12.72) 
式 中 : 


а= χίωμ- ©. 0X) 
b= (05,005 — ων) | 
忽略 高 阶 项 等 价 于 忽略 非 线 项 中 含有 6 /6 1! 的 项 及 其 高 阶 导 数 项 。 这 一 假设 对 于 长 光 脉 
冲 是 适应 的 ， 只 要 脉 宽大 于 几 百 个 ( 飞 秒 )。 在 相反 的 极限 端 ， 即 短 脉冲 情况 ， 这 高 阶 导数 
JP Sk T Raman 自 频 移 (这 也 是 一 重要 物理 现象 009 ) 和 其 它 一 些 效应 。 现 在 回 到 时 域 
P'(n ὃς 2α[Ε (n. t)* E (n DB (sn, D+ НЕ (5 0* E (n E (n t) 
(12.73) 
应 该 强调 ， 导 出 式 (12.73) 时 ， 曾 假设 场 包 络 { 而 不 是 场 本 身 ) 的 变化 相对 介质 的 时 间 响 应 非 
常 慢 。 在 介质 响应 快 到 可 以 认为 是 同时 的 情况 下 ， 也 就 是 响应 时 间 比 ос! 大 很 多 时 
X(0,,— οι; 0,)= X(0,,0,; — о„)= 7(0, 0; 0) (12.74) 
这 时 便 有 a= 5， 不 独立 的 Kerr 系数 也 从 两 个 减少 到 一 个 。 为 说 明 这 一 点 ， 返 回 到 式 
(12.70) 并 注意 到 ， 如 果 nts z) 一 0 的 速度 是 足够 地 快 ， 以 致 已 ”的 变化 可 以 忽略 ， 
于 是 | 


+ t f 1 . 
P (n t) Га anf aae ram ns 1— 14) 


* (IE (n 0: E (5 DJE' (s D+ [E (n DE 0 DIE (в D) 
(12.75) 
注意 到 


f anf anf arze- to t= ερ I— t,)= x0. 0; O) (12.76) 


并 与 式 (12.75) 和 式 (12.73) 比 较 ， 就 能 得 到 式 (12.74)， 在 光纤 中 ， 非 线性 响应 可 认为 是 同时 
的 ， 因 此 有 a= bp。 关 于 当 非 线性 响应 变化 的 同时 ，Kerr 系数 从 两 个 减少 为 一 个 的 结论 ， 
可 参考 文献 (184). 

回顾 单位 矢量 e, = e (ое, = e,(w, 定 义 了 本 征 模 ， 利 用 正 交 关系 式 (12.42)， 可 
得 到 | 

Р" = 24Е* Е + E, E, JE, + МЕ, E, (e,* e,)* 2Е E; (е + е.) 
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+ EŻ ЕЎ (2,5 eI [E7 (21 + Ε; αὶ» 21) (12.77) 
包含 "的 项 不 依赖 本 征 模 的 结构 ， 但 包含 рола ооган, АРАВА 
的 强度 有 赖 于 本 征 模 的 结构 。 一 般 情况 下 ，Kerr 介质 可 能 是 椭圆 双 折 射 的 。 选 择 e 沿 双 
折射 椭圆 的 主轴 。e, 沿 次 短 轴 (这 并 不 失 一 般 性 ) 因此 有 : 
~ е + іе, 


е = = 
| 4124 γ᾽ 


(12.78) 


^ 


Xp. r-tan(0/ 2) m Hcosó— e,* e = e,* e, e,* e [= іп, ë + e! =1, 


1 2 2 1 2 1 1 


e,t e; =l е, е; = 0。 线性 双 折射 对 应 于 0=0 BD r—0; 而 圆 双 折射 对 应 于 = 1 即 
θ-π/2. Ж, ε-6ε. οι ie,， 这 与 通常 的 选择 (2 = ο 2,= 
μμ. 
^ =Е*, 2012.77), 

= (2a+ bcos ЈЕ" | E? + (2a+ 2b sin ЕЗ | E? — (b cos sin (E; ) E, 


+ 20 cos 0 sin 0|E ` | E; + bcos? E? y E, + b cos 0 sin ӨЕ? | EN ' (12.79) 
利用 式 (12.48) 和 式 (12.62) 中 波 包 的 定义 ， 可 以 得 到 
= (2a+ bcos b+ (2a+ 2b зїп U + b cos"8y ^U ^ e^ 2607 ok 
+ b cos 8 sinQ(U^V е? ^ + Qi? + type y (12.80) 
上 式 给 出 了 非 线性 极 化 率 。 把 上 式 与 式 (12.51)( 给 出 线性 极 化 率 ) 合 并 ， 并 把 结果 代入 
Maxwell 方程 。 我 们 假设 非 线性 贡献 与 色散 贡献 是 同一 量 级 的 ， 因为 孤子 是 在 二 者 平衡 时 


才 产 生 的 。 把 总 极 化 率 代 人 Maxwell 方程 并 这 样 约 简 方程 ， 使 9 /9 гж. ХЫ 
“νυ Кии 


Οζ „ð U ΄ / 
er О ik— δι – 600 э? + (2a’+ b'cos *8yu 2 U+ (а'+ 2b'sin өр? U 


+ b'cos'8V U ° + e "17 ^ L picos 0sin ӨС? * e /oF дг? 


+ [V уе Ih 0 (12.81) 
式 中 ， «τα ο δ΄- 57 2k。 同 理 可 得 : 
这 + æ- 197 + (2а'+ 2b/sinG)U| V Qa'4- b'cos уугу 


+ b'cos'0 U?V * еб Ίο B b'cos 0 sin e(v?^u "e Mor hy 
+ qui + — ht (12.82) 
这 里 已 假设 a/ 2 x a/ 21, b/ 2k Nb/ " 下 面 把 式 (12.81) 和 式 (12.82) 写 成 归 一 化 形 
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式 。 在 光纤 中 ，/ 5 К 的 差别 很 小 并 写 赂 ， 且 -7 一 (各 ων 4: 


К” 
M (12.83) 
"= — — DQ.) 
2πο 
并 定义 2 1? 
пс 
¿= IL z = —— t = 0,5681 
Zo ° DA, ° 
1 2 v / / 
S= —(t— —) у =2/(К'+ 13 
t y 8 
9 g 
u= (2а'+ b'cos “20 U v= (2a'4- b'cos 20) ὃν 
_ t œr) _ nc Ant R- $zc ; 
2|k"| [D(AA,] À ° 
, lain? / 2 / e ei 
B= 2а'+ 2b'sin 6 C= b'cos P p= b'eos0 sin 0 
2a'-- b'cos 0 2а'+ b'cos 0 2a'cos 0 


"ni т 是 脉冲 强度 的 3 dB APE(FWHM), Ал=(®—ҺЬ)С / ox 是 折射 率 差 值 。 由 这 些 定 
义 ， 式 (12.81) 和 式 (12， ;82) 变 成 : 


‚ди Qu 1 д’ и | — 1852 


F+ t5 toa + B|v| yu ev u` e Mc. t na 


+ D[u v e 


ЕЗ 209 
+ Qlui^ + (νι we" 886 21 0 
Qlul + [v| )ve ] (12.84) 
„ду 0v 1а?и + iR&E 2 + C-—iR&t/2 
БЕ iot Руд + (Gu + [vl ya cuy e + Div η e 
+ фи} + 2| με" ^12 0 


时 间 * 并 不 是 与 实验 坐标 时 间 ! 成 正比 ， 只 是 其 差 值 与 实验 室 时 间 差 值 成 正比 ， 但 其 原点 
依赖 于 &。 原 点 应 这 样 选择 如 果 信 号 以 两 模 群 速 的 平均 速度 运动 ， 则 随 “ 演化 的 过 程 
中 ， 其 * 方 向 的 剖面 是 不 变 的 。 因此， 方程 中 9 u/0 s 和 9 v/O s 出 现 了 相反 的 符号 ， 这 
样 就 考虑 了 两 模 的 群 速 差 。 事实 上 ， 这 些 项 可 通过 变 下 面 变换 消去 : 


一 这? £7 2+ s 
u- ue 
Lyra | (12.85) 
у= ve “ 
于 是 得 到 : 
ΓΣ Pi. (2+ Вій Z+ Сӯр‘ е 7999 Di y” et 2 2% 
+ оа + I ye 1806725 um 0 
ο 1 225 | | | | (12.86) 
Ex 551 + Gia + Ij yea Cu ο cds D[u v e^ P2 20 
iR&C / 2— 2155 


+ О + |] Эше ]- 0 
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物理 上 ， 这 一 变换 等 价 于 把 两 个 模 的 中 心 频率 充分 远离 使 得 他 们 的 群 速 相等 。 和 但 代价 是 增 
加 了 显 合 时 间 的 因子 。6 因子 在 大 多 数 光纤 实验 中 是 相当 大 的 ， 例 外 情况 是 ， 把 光纤 用 于 
特 低频 或 宽度 短 于 皮 秒 的 短 脉冲 。 文 献 中 (其 中 取 соѕ0 = 1, 2 = 0) 对 非 线 性 双 折 射 的 处 理 
使 用 了 这 一 极限 “* ””。 从 实验 角度 考虑 ， 宁 愿 用 式 (12.84) 而 不 用 式 (12.85)， 因 为 两 个 
本 征 模 通常 是 以 相同 的 中 心 频率 注 人 光纤 的 . 


12.24 空间 周期 平均 


在 大 多 数 有 意义 的 实验 中 ，R5> 1， 在 这 种 情况 下 ， 式 (12.84) 中 出 现 指数 的 项 快速 振 
荡 ， 因 此 可 以 忽略 。 在 物理 上 ， 这 一 假设 对 应 于 假设 双 折 射 的 拍 长 度 相 对 色散 长 度 很 小 。 
于 是 ， 式 (12.84) 具 有 非常 简单 的 形式 ; 


би + фе + St (412+ Blv|^)u— 0 


oc 2 
(12.87) 
„ду àv 1а?» 
PC t PI 一 了 十 (qw + B(u| у= 0 
根据 B 的 定义 ， 当 cos = 2 sin Rf, В=1, ХЕ 
8-35? (12.88) 


这 一 结果 不 依赖 于 比值 b/a 由 于 8 ид s 及 9 v/ 6 s 可 以 消去 ， 因 此 式 (12.87) 正 是 
Мапакоу 779 "0 的 一 个 版 本 ， 而 这 个 方程 是 可 积 的 ， 即 可 使 用 逆 散 射 方法 求解 。 特 别 
情况 是 ， 一 种 极 化 的 孤子 将 通过 另 一 相反 极 化 的 脉冲 ， 而 不 产生 影子 。 

现在 回顾 一 下 本 节 采 用 过 的 近似 : 

а) 准 单 色 平 面 波 近似 ， 忽 略 横向 效应 。 

(2) 慢 变 波 近似 。 

9) 无 线性 模 耦 合 ， 相 对 非 线 性 耦合 非常 弱 。 

(4) 对 Kx 的 展开 只 到 二 阶 。 

G) 双 折 射 拍 长 远 小 于 色散 长 度 。 


ко 1 
(6) BRK al, κ-ψ--5.-5 


©, 
12.8. Manakov 方程 的 解 


当 8=1 时 ，Manakov 用 逆 散 射 求解 了 方程 式 (12.87)， 这 里 只 给 结论 ， 不 给 步骤 ， 
显然 ， 式 (12.87) 有 单 孤子 解 : 


424/2 


= А ! ho 
ΠΜΣ | (12.89) 
у= 0 
和 
u= 0 
ΤῊ 12.9 
у= Ае 120/2 Sech Ф, | 12.90) 
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式 中 : 


Ф = А (s-s — | 
ΠΝ ΜΗ (1291) 


Ф = А (s— s,+ δέ) 


而 А, Αν so 5 是 任意 参数 。 但 当 B=1 时 ， 有 下 面 结果 : 在 上 =0 处 设 初 值 条 件 是 : 
u= A,sech[A,(s— s,)] 


} (12.92) 
v= Р(х) 
XB. D(s)E SEP 3. ЖЕЕ ЧЕР КЕЛДЕНЕН Н ЭЧ. T), ἡ ΣΊΒΛΗΙ, ἩΠ185 

u= A ci tton Vi sech (p,— А) (12.93) 


换 名 话说， 相互 作用 后 ， 孤 子 除了 产生 相 移 y 和 位 移 ( 时 移 )A1/ 41 之 外 ， 不 会 发 生 任何 
变化 ， 尤 其 是 孤子 的 极 化 状态 不 发 生变 化 ， 也 不 留 下 影子 。 
下 面 考虑 两 个 相反 极 化 孤子 的 碰撞 ， 式 (12.87) 的 解 是 : 
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-e 
2A,e e+ Q e *] 


ee mio wm r aem (12.94) 
2:44 
24,5 eh Quent] 1235) 
νο ы ӨРҮ EE ΑΙ | 
е! *+е! 2+e P. qoe ® 
式 中 : 
25+ i(4,— 4,) 
1 28+ (А + 4) - 
26+ (4,— A.) (12.96) 
2 28+ А, 4) 
M фуд 0, £——oofll p;o} 
， 2 
24 Q e t° | 
"е ыр e (12.97) 
24 e^ 
"nie 12,98 
e" pe ( ) 
因此 可 求 出 相 移 和 时 移 
Im (О) 464 
tany = — — 2 12.99 
1 Re (Q ) 4654 42 А? (12.99) 
1 
--- p= (A, A, | 
= "laai 12,100 
2A, 45^ + (4,— A, ( ) 


当 4A 时 ， 相 移 最 大 ， 这 时 : 


一 300 一 ”第 三 部 分 光 孤 子 理论 
2 
(12.101) 


这 时 Vs r-467 A, ?4 41=4,=A4 时， 可 得 : | 
Аз = "(1+ ®т) 
è (12.102) 


tny =S 


ХВ, усп 2. WHeSX02.95)m 5=0 的 极限 是 有 意义 的 ， 这 时 有 驻 波 解 ， 即 |ul? 和 | 中 
与 < 无关。 由 于 这 个 原因 ， 才 把 这 个 解 认为 是 孤子 解 ““ ， 实 际 上 ， 它 应 是 双 孤 子 (或 双 
极点 ) 解 。 | 
式 (12.101) 的 结果 可 用 一 个 基本 观点 加 以 解释 ， 假 定 v 极 化 脉冲 宽度 为 s。 幅 值 为 

A2， 并 在 这 时 与 4 极 化 孤子 相互 作用 ; 还 需 假设 v 极 化 脉冲 足够 强 ， 以 致 在 与 4 极 化 孤子 
相互 作用 时 ， 能 支配 u 极 化 孤子 的 演化 ， 最 后 再 假设 相互 作用 足够 快 ， 以 致 v 极 化 脉冲 的 
形状 不 受 任何 影响 。 于 是 便 有 : 

δε =! 9 | (12.103) 

2 


1 + оо 2 4, 
y = 58] nm ds 228, (12.104) 


对 于 孤子 s=2/ 42， 就 给 出 了 与 式 (12.103) 相 符 的 结果 。 式 (12.104) 适 合 于 v 脉冲 积分 值 
很 大 但 其 导数 值 很 小 的 情况 ( 即 宽 胖 型 脉冲 )。 


12.4 极 化 调制 明 孤 波 行 波 耦合 分 析 


12.41 Hirota 方法 及 其 行 孤 波 行 波 解 
下 面 我 们 用 Hirota Jr OE Fri a 7r C6 190 的 行 波 解 : 
ш cou c a u+ |u| u+ Bly| u+ (1— Ву и" 20 
| | , , , ， | (12.105) 
iv + ov — a v+ [vi v+ Blul v (1— Bu v =0 
式 中 ，x ”代表 椭圆 双 折 射 纤 芯 的 椭圆 度 。 对 于 理想 圆柱 面 ，x= 0， 但 是 要 使 极 化 调制 孤 
波 能 够 存在 ， 必 需 使 a= 0. = (12.105) 相当 于 式 (12.34) 和 式 (12.35) 中 取 y= 1 B. Δβ-» 
0 时 的 情形 。 在 那里 的 2/ 3 即 上 式 中 的 β. σ- + 1 代表 反常 色散 区 ，c= 一 1 代表 正常 
SX. u, v 分 别 代表 极 化 场 的 两 个 横向 分 量 。 研 究 这 一 问题 有 重要 的 意义 ， 因 为 光纤 
”存在 双 折 射 ”“” ， 因 此 单 模 光 纤 并 不 能 完全 做 到 单 模 ， 实 际 中 往往 是 双 模 。 这 样 ， 双 折 
射 就 对 孤子 在 传输 过 程 中 产生 影响 : 线性 双 折 能 将 一 个 脉冲 分 为 两 个 ; 非 线性 双 折 射 可 
以 抑制 脉冲 展 宽 ， 只 要 脉冲 在 反常 色散 区 被 压缩 就 行 。 当 c, = c, 1 时 (相当 于 
X 02.35) PÉI p -β,, BI ДВ 0)， 在 ибх, г) пух, ἢ 其 中 之 一 为 0 的 条 件 下 ， 
式 (12.105) 给 出 NLS 方程 ， 并 有 看 合 明 孤 子 解 : 
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2 
и 
v= ОЕ, u= u sech Te e — i= x) [efi + x — Ti γη 5х+ о, | 


2 


(12.106) 


2 


Vo А Vo 2 C [4 
u= ОШ], v= v Sech ze ct— x) expl i - X 一 ^) 3** о, } 


(12.107) 
于 是 ， 在 一 般 情 况 下 ， 构 造 行 波 解 : 
u(x, D= ще“ 267 its (12.108) 
у(х, 门 = (е^ 286—205 ipo (12.109) 
式 中 : 
£= x— ct 
将 式 (12.108)、 式 (12.109) 代 入 式 (12.105) 中 ， 可 得 : 
"um (u^ + v Ὕμες (a^ —@ 87 (12.110) 
δὲ” 
5+ (^ + u y= (a + α’ν (12.111) 
把 式 (12.110)、 式 (12.111) 的 解 表示 成 Pada 近 似 ， 即 : 
GE) 
Ras; rO 12.112 
_ HÈ) 02.112) 
FG) 
IA (12.110) 
G'F,— 2G' + Е" G — (a^ — а )GF, 
” Ff ΝΝ 
σι(-- 2F” F G+ 2F' F” G)+ G(G`+ Н?) 
аа 
р 
1 
BB: 
o (G"F,— 2G'F' + F” G)= (a — а )GF, (12.113) 
F 
G?+ H'— s QF” F — 2F°)= 2σ ria ) | (12.114) 
式 (12.114) 即 为 
2 2 2 
© = - 20 Slin Р (12.115) 


同 理 ， 把 式 (12.112) 代 入 式 (12.111)， 可 得 : 
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c ,(H"F,— 2Н'Е',+ Ε’ H)- (a + α΄)ΗΕ, (12.116) 
2 2 2 
G+H _ λα Ün ΕΙ] (12.117) 
F 


2 
到 此 ， 可 以 看 到 ， 现 在 引入 了 四 个 未 知 函 数 F, F, G, H, 有 四 个 方程 即 式 (12.113)、 
式 (12.115)、 式 (12.116) 和 式 (12.117)， 满 足 有 解 的 必要 条 件 。 当 0,7070 0， 可 取 
有 Ge)= 疡 (=RE)， 这 时 未 知 函数 退化 为 三 个 ， 而 方程 式 (12.115)、 式 (12.117) 退 化 为 一 
Л. 下面 分 析 оү=о,=+1 的 情况 ， 这 时 束缚 条 件 要 求 xde, |u| > 0, [v| — 0, Е 
Jh. ЖЕ G， 万 展开 为 如 下 的 震级 数 (得 到 最 终结 果 后 令 =l) 


Е= 1+ yp 
G= ye’G™ (12.118) 
H= Yeu? 


RAR 02.113) ~ R (12.117)， 并 合并 各 c" 的 系数 ， 可 得 各 级 量 Ep, G?” H” 所 满足 
的 方程 ， 如 第 一 项 给 出 : 


2 AO 
SF _% 
дё 
2 (1) . 
oL= a- aG (12.119) 
дё 
(0) 
КД H (a^ e ан 
at* 
这 个 方程 的 解 可 写成 : 
ЕХ 0 . 
G? = J8(a! -we | (12.120) 
н® = ψ8(α 一 «^e: 
式 中 : 


a= а? | a? 
= (£— αι) “(х— ct— Xa) 
(12.121) 
JEZ ($— Χορ) - et (x— ct— χι) 
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第 二 项 给 出 : 
2 (2) 
ФЕ lj,4o0492, 10]? 
σ PE = 5l6 ] *3lH ] 
2 (2) 
oC = (a! — ασ (12.122) 
дё 
2 (2) 
c? H = (a` + a^ HË 
дё 
上 式 中 第 一 方程 的 解 是 
р? = E + e 
H ΤΑ (12.122) 中 的 第 二 、 三 方程 与 式 (12.119) 中 的 完全 一 样 ， 如 果 其 解 可 写 为 
式 (12.120) 的 形式 ， 则 可 与 G”， 右 ”合并 ， 而 得 不 到 任何 新 内 容 ， 因 此 取 另 一 平凡 解 ; 
D 
G = 下 0 (12.123) 
н 
È (12.123) TEA ο”. Н? 的 解 。 
第 三 项 给 出 : 
2 L0) 
“ΕΝ = 0 
ac 
2 一 G) 2 40 (2) (l) 2 (2) 
вд S + c r?2 G ΟΕ ôG sg”? F = (a! — a! G9 + FPG”) 
ot δξ ὂξ дё δέ 
(2.124) 
2 ,,0) 2 ,,0 (2) (1) 2 [L0 
в H + c F?2 H _ %0Е oH sH”? F (a+ CNH? + p? H”) 
ac δξ дё дё дё 
(12.125) 
于 是 有 解 : 
F”=0 
G? = data! aD pe^ t^ (12.126) 
Hu? = d ga а?) Ве?" | 
в= Ма а Мажа 12.127 
v [ 2 2 | 2 2 02 ) 
a -α + ҹа +a 
NR th: or? дЕ? ο gr? 
6+ oF og. —-gg?. HOH (12128) 
дё дё дё дё 
2 (4) 
o? S = (a! — a jg? (12.129) 
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(4) 


οὔ H (а+а)н® (12.130) 
因此 有 解 : 
(4) а 一 Ха‘ α΄ 2P + P 12 131) 
F ; = =ë (12. 
а Ένα – я 
(4) 
σ , =°) (12.132) 
н®=0 
Я, F, G, HARRE: 
2 [.4 4 
Ε(ξ)-- 1+ e” + e ELLE Intt (12.133) 
а + ма 一 以 
6(8)= Ν 8(a^ — a^ )e^ (1+ Βε7 1) (12.134) 
Η(ἔ)-- N (a° + a )e^ (1— Ве?!) (12.135) 


X (12.133) ~ A (12.135) 虽然 在 第 四 项 截断 ， 它 刚好 是 方程 式 (12.113)、 式 (12.116). 
X (12.117) 的 严格 解 ， 只 要 代 人 方程 即 可 容易 证 明 。 到 此 可 以 有 : 


2 2 2P i^i Li -lernt ip + P 
V 8(a! — x?) )0 Be ΟΠΗ 


u(x, 1)= (12.136) 
ο ο ghe Pith 
- 1 іа? t+ πἰεία-- — yt P, 
y(x, t σε вот er ттт (12.137) 


l+e '+e ?+ Be 
12.42 解 的 物理 意义 及 结果 分 析 


现在 分 析 五 个 参数 Py C, a^, Ху» X02 的 物理 意义 。 Po 和 6 是 显然 的 ， 即 分 别 代表 
初 相 和 波 速 。 下 面 讨论 xo х. 
M хоо, 2012.121), Ру -co， 这 时 e”! -~ 0， 于 是 有 : 
и(х, t) 0 


(12.138) 
for 2 3N a lart yic(x— c+ ipot P 
ve Do 8(a + х )e E 2 
+e 2 
a2 l. : 
= 2a + a^)sech(P je” σος ent wo (12.139) 
34 x, оо], Ρ 一 оо, e 一 0, 于 是 有 : 
uil, А 
ибх, 1) — 3 Ua? — w )sech(P e" 20 ent o (12.140) 
v(x, t) -20 (12.141) 


DR. xí Xo 分 别 代表 两 个 极 化 孤 波 的 初始 位 置 (由 式 (12.121) 中 P, P, 的 表 
Wa). 
a^ 标志 了 两 极 化 孤 波 的 幅 值 ， 且 当 两 孤 波 相距 较 远 时 ， 孤 波幅 值 分 别 由 2(a 十 a) 
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和 2(e — a^) 给 出 ， 因 此 ， 两 孤 波幅 值 不 可 能 相同 ， 除 非 x= 0. 

以 上 只 讨论 了 a ”>a 的 情况 ， 因 此 式 (12.136)、 式 (12.137) 只 适应 能 量 在 阔 值 之 
E йа >а ЮЕ. ща «α 时， 将 给 出 性 质 极其 不 同 的 解析 解 。 事 实 上 ， 当 
a καὶ Bi, P 变 成 虚 函 数 ，e“! 变 成 周期 函数 ， 但 由 于 P, 仍 为 实 函 数 ， 因 此 ， 
式 (12.136)、 式 (12.137) 不 可 能 变 成 完全 周期 函数 。 这 时 ，x ， оо 导致 


.2, 1; 1 А 
А 2 2 P + i tb í k(x— 5 οι) ір 
ΙΝ 8ία — a )e ' 27 2 ° | 


u(x, τ) 一 


1+ e”! (12.142) 
у(х, t) 20 
这 时 x(x， 门 变 成 周期 函数 ， 但 当 XQ, 7 0 Bb Р, ә co, iH 
i δία’. а?) Ве? ο” ae- ci ip * Р, 
u(x, t) > ———F r 
(1+ Bie? ^i е”? (12.143) 
v(x. t) — 0 


仍然 是 周期 函数 。 
12.5 Hë ΠΕ. ΒΙΛΑ ΝΤ 


在 前 面 ， 我 们 只 讨论 了 脉冲 工作 在 反常 色散 区 的 情况 (cj=c;=1)。 此 外 ， 如 当 
0,20. 0,20, {Н oo, 时 ， 当 脉冲 工作 在 正常 色散 区 时 ; σιςθ,. oa< 0， 或 者 两 种 极 化 
分 别处 于 正常 和 反常 色散 区 时 。 这 些 情况 都 是 有 实际 意义 的 。 下 面 讨论 0,—704,« 0 ff fl 
况 ， 这 时 利用 式 (12.112》 把 式 (12.110) 写 成 另 一 种 双 线 性 形式 : 


o (GF, — 26'Е' + F” G)= 0 (12.144) 
e QF” F — 2F)- G^ + H°— (a^ - а?)Е! (12.145) 
#ЕЖ (12.144), R (12.145) R (12.113), R (12.114) 的 区 别 。 同 理 可 得 : 
| c (H"F,— 2H'F',+ Е", Η)-- 0 (12.146) 
c,QF",F,— 2Е%)= G^ H°— (a^ + а?)ғ? (12.147) 
于 是 可 对 xu， 分 别 寻 求 满足 条 件 : 
а(х, D]. uu 
xi "| (12.148) 
|v(x. Б] +в? 
式 中 : 
u= a -α 
ο | (12.149) 
v = a +a 


ЯЕ. КДА. Во, = c, 时 ， 也 不 能 取 F (= Е, (6). RR (12.118) 给 出 的 
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展开 是 不 适应 的 ， 应 取 为 : 
F O= F+ УЕ" 


G()- G + Σα” (12.150) 


H()- H + Ун” 


AP С H, 为 常数 ， 但 为 使 式 (12.145)， 式 (12.147) 两 端 相 容 ， 应 使 : 
G,* H,— (a — a )F = 0 (12.151) 


2 
G,* H,— (a * à )F,- 0 (12.152) 
可 以 看 到 ， 若 οι Е. ДЖ a0, α”ξθ 时 ， 给 出 矛盾 结果 。 以 下 的 分 析 与 前 面 分 析 类 
似 ， 这 一 点 也 与 上 一 章 中 求解 双 暗 孤子 解 过 程 相似 。 


12.6 非 等 幅 线性 极 化 孤子 的 耦合 及 其 可 能 的 应 用 


12.61 引言 


| 光纤 中 快速 非 线性 过 程 对 于 全 光 开 关 研 究 有 巨大 的 应 用 潜力 ， 在 文献 【208)] 和 
(209) 中 ， 曾 分 别 报 道 : 在 正常 色散 区 ， 用 强 皮 秒 脉冲 实现 两 个 反 向 传输 的 圆 极 化 模 之 间 
或 双 芯 光纤 中 的 两 个 线性 模 之 间 的 功率 诱导 开关 过 程 ，Lattes 等 人 '!9 和 LaGasse 
等 人 “2 ， 提 出 了 一 种 使 用 光纤 双 折射 的 非 线 性 看 合 光 开 关 的 方案 。 这 展现 了 交叉 耦合 
在 光 开 关 应 用 中 的 重要 作用 。Menyuk 对 光纤 双 折射 支配 的 非 线 性 脉冲 的 传输 作 了 系统 研 
究 (9 64, 159, 161} А 其 中 包括 耦合 非 线性 Schrodinger 方程 的 建立 。 研究 表明 ， 34 JF 3° BK 
冲 通过 信和 号 脉冲 时 ， 开 关 脉 冲 不 仅 使 信号 脉冲 相 移 ， 它 还 留 一 个 影子 ， 这 个 影子 虽 是 信和 号 
脉冲 一 部 分 ， 但 却 与 开关 脉冲 极 化 相同 ， 它 严重 影响 了 开关 对 比 度 ; JBE, w 83245 
交叉 耦合 项 相等 时 ， 影 子 可 基本 消除 ““ ， 条 件 是 椭圆 角 9=35°， 如 9 偏离 在 + 5° 以 
内 ， 对 比 度 仍 可 在 10 以 上 。 文献 【210] 中 模拟 了 圆 极 化 分 量 的 看 合 过 程 ， 同 时 也 作 了 基 
于 绝热 近似 的 微 扰 解 析 分 析 ， 并 给 出 了 绝热 近似 的 参数 演化 公式 。 本 节 将 研究 线性 极 化 下 
的 非 线性 双 折射 ( 即 6= 0” ) 所 支配 的 号 冲 耦 合 特性 ， 包 括 双 通道 中 孤子 开关 作用 。 由 文献 
(62), 40=0° W, B=2/3, ТЕ Ró« 1( 由 于 R-82Ct/ А ó=(k'— h AKD ΒΒ 
此 ， 此 条 件 代 表 群 速 近 匹 配 情况 ) 时 ， 耦 合 NLSE( 非 线性 Schrodinger 方程 ) 可 写成 : 
‚ди ди cou 


- 2 2 2 = 
E it 2a (| + B|v| γε + Суи =0 


2 (12.153) 
„ду .Ov сд у 
δε 163 + 255 
式 中 ， 已 注意 到 9=0 和 zB. D-OGPBIHBR4G. 0—n/2, хаў D-0, C=0). {84 
NLSE 还 支配 着 双 模 光纤 CU. gum 212 及 波 分 复 用 ( 双 频 通道 ) OD 中 脉冲 间 的 一 


ЖАШ. ИЖ. HRA NLSE 的 研究 有 重要 意义 ， 因 高 技术 发 展 依赖 于 对 其 中 物理 过 


+ Qu Buy Сиу" = 0 
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程 的 深刻 理解 。 
12.6.2 两 种 极 化 分 量 的 贺 合 与 能 量 周 期 转移 


EA NLSE 同 NLSE 一 样 ， 只 有 在 一 些 特 殊 的 初始 注 人 下 ， 才 能 解析 求解 ; 一 般 情 
况 下 ， 只 能 借助 数值 分 析 。 下 面 用 分 裂 步 长 Fourier 变换 法 ， 数 值 模拟 了 方程 组 式 
(12.1$3)， 模 拟 中 取 o= 1( 即 反常 色散 区 ) B=2/3， 初 始 注 人 人 为: 


и= A,sech| А, (一 3) |е" 


v= A,sech| 4, (1+ 3)k^ 
A, 和 4, 也 可 看 作 同 一 线性 极 化 注入 的 两 个 分 量 : 
ASA sina | 


(12,154) 


(12.155) 
A,— А cosa 


这 时 ， 应 取 ATO. Ap 959,70. H-+ LEX 2.153) 9 808 — B (Вр игу" δὲ уи ) 非 常 
类 似 于 水 槽 中 参数 激励 下 的 流体 孤子 方程 的 激励 项 ， 即 方程 

1 
2 


2 
| до 2 2 . 2 + i д p 2 
Do + (шо € yp, uo — kTaQ o, e^ с a Εμ... 


(12.156) 
中 的 (- kTaQ e” / 2) X. str. a ЖЕЛИШ. QERAR 53502,1568 Ж 
Μὲ C212 中 or-gkT. Α,-0, A,=0 的 情况 ， 式 (12.156) 中 /代表 损耗 项 ， 孤 波 的 能 量 
是 通过 оү 项 获得 的 ， 能 量 获得 的 功率 因数 正比 于 sino) ψ Æ o, 的 相 角 。 如 果 把 
这 些 概 念 对 应 到 式 (12.153)， 那 么 就 意味 光纤 中 的 每 一 极 化 都 要 受到 另 一 极 化 的 “激励 (或 
“ 泵 酒 ”)， 是 与 式 (12.153) 中 的 激励 是 强度 相关 的 。 例 如 ， 对 式 (12.153) 中 и 通道 来 说 ， 激 
励 正比 于 v =p e, moy /20R v 的 相 角 。 于 是 ， 如 果 v 极 化 比 4 极 化 强 且 
sin(po 一 2 ) 为 正 时 ， 便 从 ， 极 化 中 获得 能 量 ; 当然 ， 如 果 οἰπίφρ-2ψ)-- 0( 激 励 做 负 功 )， 即 
fv iu^. BEERE u 向 v 转移 ， 因 为 这 时 对 v 极 化 来 说 正 是 sin(g”y—-20/) > 0 的 情形 ， 
9,7 2j. ре 72, 代表 的 相 角 。 根 据 这 一 类 比 ， 不 难看 出 Cvu* 和 Civ "项 可 
实现 4 极 化 与 v 极 化 间 的 周期 性 地 相互 开关 ， 以 А=0, Ар =0 为 例 说 明 这 个 过 程 。. 由 式 
(12.154)， 当 A=0, Ар=0 时 ， 如 果 4 = 42， 则 能 量 交换 不 会 发 生 ; 但 如 果 AA, W 
A> 4z 这 时 ， 能 量 还 不 能 马上 开始 交换 ， 由 于 这 时 sin(g/4-20^-—0. BE, ШЕ 
lu^ v^. 式 (12.153) 中 自 相位 调制 项 所 决定 的 相称 随 强度 而 增加 ， 因 此 ， 极 化 相 移 比 ， 极 
化 相 移 增加 得 快 ， 这 使 得 sin(p -2y 人 正 值 增加 ， 于 是 出 现 能 量 从 иш v 转移， 经 过 一 段 
时 间 之 后 ，w 的 部 分 能 量 转移 到 v. 81022142, {Н sin(p -2y 人 仍 为 正 值 ， 因 此 还 须 花 
费 一 些 时 间 使 " 的 相 移 赶 上 u 的 相称 (过 去 的 相对 积累 )， 因 而 | 还 会 继续 增加 ， 直 到 相 
移 赶 上 时 o" = 2 这 时 能 量 停止 从 2 向， 转移 。 然 而 ， 能 量 转移 是 不 会 停止 的 ， 因 为 这 
时 jyj*> 142, 因此 ， 的 相 移 又 比 u 的 相 移 增加 得 快 ， 于 是 ， 紧 接着 出 现 
sin(g^j-2U") = —in(py-2U)« 0， 这 时 出 现 了 与 初始 状况 对 调 的 情形 ， 因 此 能 量 又 从 y 向 z 
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转移 。 这 样 周 而 复 始 ， 以 后 便 是 周期 性 地 重复 。 一 般 情况 下 ， 上 述 与 初始 状况 对 调 的 情 
形 ， 并 不 是 完全 对 调 ( 即 全 部 参量 对 调 ) 只 是 一 种 关系 对 调 ， 即 虽然 相 移 刚好 对 调 ， 但 对 
比 度 只 是 关系 对 调 ， 因 对 比 度 对 调 后 并 不 一 定 与 初始 时 对 比 度 相等 。 只 有 在 形成 周期 性 转 
移 之 后 的 对 调 状 态 才 是 完全 对 调 。 因 此 ， 完 成 第 一 次 从 u 到 "的 转移 所 用 时 间 ( 或 传输 距 
离 ZU 与 以 后 与 v 之 间 的 周期 相互 能 量 转移 所 需 时 间 ( 即 半 周 期 或 传输 距离 五) 是 不 同 
87. Li 敏感 地 依赖 于 C 值 的 大 小 和 对 比 度 ， 但 L, 只 敏感 地 依赖 于 C 值 大 小 。 在 我 们 各 
种 模拟 中 ， 还 未 发 现 L 对 对 比 度 的 明显 依赖 。 当 C 较 大 或 41/ A, 较 小 时 L. 很 小 ， 因 
此 ， 这 里 只 给 出 A; 很 小 的 几 种 情况 ， 如 取 А, 在 105—107 之 间 ， 便 于 观察 L 对 A, 的 
依赖 关系 ( 取 A4, = 1.0)， 要 说 明 一 点 ， 即 当 06=0" f, B=2/3, C-1/3, BATAR С 
项 对 耦合 的 作用 ， 我 还 是 把 C 看 作 可 变化 的 ( 即 在 较 大 值 域 取 不 同 值 ) 以 便 观察 C 项 对 能 
量 周 期 转移 的 决定 作用 。 图 12-2 和 图 12—3 给 出 了 и 通道 和 v 通道 的 典型 演化 过 程 ， 从 
中 可 看 到 启 开 距 离 L 和 周期 性 能 量 转移 距离 L El 12-4 和 图 12—5 分 别 给 出 了 L M L, 
BB C 的 依赖 曲线 ( 拟 合 ) 以 及 L ΒΕ А, 的 依赖 曲线 ， 图 中 圆圈 代表 数值 点 。 由 图 12-4 可 
看 出 LOW LX C 的 敏感 依赖 ， 由 图 12-5 可 知 ， 随 着 4, 增加 ，Li 对 其 依赖 很 快 减弱 ; 
由 此 也 可 说 明 ， 进入 周期 转换 之 后 的 最 大 对 比 度 比 初始 时 的 对 比 度 小 得 多 ， 因为 图 12-2 
和 图 12-3 中 L, >L. 


; ==  , 


-- 
C P 
JEMEN) 
ὗς ~ ' 


«ο 


0 


E 


— —3 
LLL 
/—— 
—— ΠΩ 
т 
z —————— 
人 
ў ————X—M— 7 7 
— Z—— 
/— 
| 


Ca) (b) 


С=0.8, 4,-10. 4,=10%, Δ-0, 8—0.013(X, ΧΑΑ (161} 的 取 值 ) 
图 12 一 2 4 通道 和 vv 通道 的 典型 演化 过 程 
(а) u 3838; (b) v 通道 
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C=0.6, 4,=1.0, 4,—10 5 A=0, 56—0.013 
图 12 一 3 u AA viii fedt ese 
(а) u 通道 ; (b) v 通道 
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A,71.0. 4,=10°, A=0, 5=0.013 
12-4 я C 的 依赖 曲线 (最 佳 拟 合 曲线 ) 
(a) 万 =18.4323C7137540 (b) L,= 12,640 3C 12909? 


— 1 _ 
οὐ; 000 5E— 005 1E— 004 0E-- 000 5E— 006 1E— 005 
(a) (b) 
A,71.0, A=0, ó=0.013 


Æ 12-5 ІА, 的 依赖 曲线 (最 佳 拟 合 曲线 ) 
(а) І,= 5.956 374)? 9 5, C—08; (b) L =6.260 59410027, C=1.0 


12.6.3 ШАМУЕЛ RSS 


根据 前 面 所 述 线性 极 化 孤子 的 耦合 特性 ， 这 里 提出 一 种 基于 这 种 特性 的 全 光 开 关机 
理 。 我 们 知道 ， 文 献 【194] 中 提出 的 方案 是 利用 Mach-Zehnder 干涉 仪 ， 即 把 一 信和 号 脉 
冲 分 成 两 个 脉冲 分 别 进 入 干涉 仪 的 每 一 个 臂 ， 然 后 在 一 个 辟 中 引 人 另 一 偏振 方向 的 开关 肪 
冲 ， 与 这 个 臂 中 的 信号 进行 非 线 性 脉冲 耦合 ， 使 信号 脉冲 产生 附加 相 移 ， 使 得 这 个 信号 脉 
冲 在 出 射 端 与 另 一 臂 上 信和 号 脉冲 合并 时 ， 是 反 相 相 消 的。 文献 【195] 中 的 方案 只 不 过 是 
用 光纤 作为 其 代用 品 ， 无 论 是 哪 一 种 方案 ， 都 需要 使 开关 脉冲 在 非 线性 耦合 时 ， 对 信和 号 脉 
冲 产 生 的 附加 相 移 刚 好 为 <x。 困 此， 对 这 两 臂 中 的 参数 以 及 脉冲 参数 有 严格 限制 ， 如 开关 
脉冲 偏 强 ， 则 附加 相 移 就 会 偏 大 等 。 实 际 中 ， 信 号 及 开关 脉冲 的 强 弱 是 容易 发 生起 伏 的， 
因此 难以 将 附加 相 移 刚 控制 在 x 附近， 因而 不 易 获得 高 对 比 度 开关 。 如 果 使 用 低 椭 圆 度 
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线性 极 化 双 折射 光纤 作为 耦合 式 开关 ， 这 时 耦合 行为 由 式 (12.153) 描 写 ， 于 是 如 果 把 иШ 
道 作为 信号 ， 按 图 12-6 将 开关 脉冲 和 信号 脉冲 同步 注 人 双 折 射 光 纤 ， 要 求 开 关 有 号 冲 沿 ， 
极 化 方向 偏振 。 根 据 具 体 光 纤 参 数 ， 适 当选 择 光 纤长 度 、 开 关 脉 冲 强度 及 相位 ， 使 得 对 不 
同 开 关 脉 冲 有 正确 的 相对 相位 (p,- 2Ψ)/ 2， 以 便 开关 脉冲 能 对 信号 脉冲 ( 即 通道 ) 起 到 
开 和 关 的 作用 。 具 体 地 说 ， 开 关 脉 冲 不 需要 比 信号 更 强 的 功率 ， 不 妨 取 | 中 一世 2 ΒΕ 
证 开关 速率 ， 尽 可 能 大 的 耦合 系数 是 必要 的 。 对于“ 开 功能， 要求 开关 脉冲 进入 光纤 时 ， 
相对 信号 通道 的 相差 p 。/ 2 一 应 控制 在 0< po-2Y < xn。 这 时 ，u 通道 (信号 ) 便 从 通道 
(控制 脉冲 ) 获 得 能 量 ， 经 过 一 段 耦 合 距离 之 后 ， 两 束 光 从 光纤 另 一 端 出 射 并 进入 检 偏 器 ， 
滤 去 " 极 化 分 量 ， 剩 下 净 余 的 & 极 化 。 因 此 ， 这 时 对 xz 极 化 (信和 号) 来 说 是 启 开 的 。 这 里 已 
看 到 ， 对 开关 脉冲 的 强度 和 相位 要 求 并 不 太 严 格 ， 因 为 只 要 求 在 初始 时 0< p —2 < п El 
可 。 至 于 vy 的 强度 ， 由 于 初始 时 | >| 路 ， 因 此 wu 的 相 移 比 v 的 增加 得 快 ， 即 2ψ оф, й 
加 得 快 ， 因 而 φο-2ψ 逐渐 减 小 。 如 果 两 束 光 从 光纤 末端 出 射 时 ，oo-2y 还 未 减 小 到 零 ， 
则 在 出 射 端 ，u 通道 得 到 净 余 增长 ， 也 能 通过 检 偏 器 ; 如 果 在 达到 出 射 端 之 前 ，ou-2 已 
” 减 小 到 负 值 ， 则 能 量 昌 然 又 从 u 通道 (信和 号) 向 "通道 转移 ， 但 这 也 只 是 把 在 前 面 一 段 时 间 
内 从 v 通 道 吸收 的 能 量 还 给 了 v 通道 ， 对 u 通 道 并 不 出 现 能 量 损失 ， 在 检 偏 器 之 后 ， 仍 能 
检测 出 信号。 对 于 “ 关 ” 功能， 要 求 初始 时 -x< go-2y < 0， 这 时 能 量 将 从 u 通道 (信和 号) 
向 v 通道 续 黎 。 在 初始 时 ， 因 | 二 >vl 2p E go 增加 得 快 ， 于 是 pu-2y 向 大 负 值 方向 增 
Wmo Kp 42 δῖ. o WRK E 1 ΤΙ» juj, 这 又 出 现 o, 比 2ψ 增加 得 快 ， 于 
是 9or2y 又 在 负 值 一 边 向 零 靠 近 。 因 此， 为 了 保证 : оу К. KAF 
99-2 < 一 x， 应 尽 可 能 使 lpo-2y| 的 初 值 处 在 较 小 的 值 。 事 实 上 ， 如 果 |vl?< | 邓 ， 则 只 要 
972 0 即 可 。 这 时 甚至 允许 φο-2ψ >lo WE) El | 中 这 一 条 件 下 ， 保 证 
Φο-2ψ 由 正 值 向 负 值 演化 ， 从 而 实现 对 信号 的 关闭 ， 这 时 要 求 光纤 长 度 是 L + L, /2, 
由 图 12—2 和 图 12—3 可 知 ， 这 时 и 通道 处 于 最 深 的 关闭 状态 。 


图 12-6 看 合式 线性 极 化 孤子 光 开关 原理 示意 图 


上 述 方案 还 存在 一 个 困难 ， 就 是 如 何 控制 开关 脉冲 的 相对 初 相位 ， 使 分 别处 于 
(Сл /2 ORO /2) 之 内 (把 Fx， 下 为 -x /2， /298 ТЖЕ φᾳ-2ψ«-π} 如 
果 开 关 脉 冲 是 一 个 与 信号 无 关 的 脉冲 ， 那 么 很 难 做 到 与 信和 号 脉冲 的 同步 和 相位 匹配 。 因 
此 ， 应 按 图 12—7 对 开关 脉冲 进行 “诱导 ”使 之 进入 光纤 时 能 与 信号 脉冲 同步 并 满足 需要 的 
相位 关系 。 借 助 Mach-Zehnder 干涉 仪 ， 在 其 中 一 个 臂 引入 控制 脉冲 ， 它 与 进入 这 个 辟 
的 部 分 信号 脉冲 一 同 进入 光 强 控制 相 移 器 ， 使 这 部 分 信号 脉冲 产生 所 需要 相 移 ， 相 移 量 的 
多 少 由 控制 脉冲 光 强 决定 ， 如 果 经 过 相 移 器 时 ， 还 出 现 了 时 延 ， 则 应 在 另 一 臂 中 使 另 一 部 
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分 信号 产生 相同 的 时 延 ， 或 者 在 经 过 相 移 器 后 对 产生 的 时 延 加 以 补偿 ， 使 之 成 为 开关 脉 
冲 ， 并 使 它 在 干涉 仪 出 射 端 与 另 一 部 分 信号 是 同步 的 并 具有 正确 的 相位 关系 。 相 移 器 可 任 
意 选 择 一 种 光 强 依赖 的 类 型 ， 例 如 ， 可 选择 另 一 类 型 完全 相反 的 双 折射 光纤 作为 相 移 器 ， 
这 类 光纤 的 两 模 群 速 完全 失 配 以 致 Кд» 1( 这 刚好 与 式 (12.153) 的 条 件 : RÓ« 1 完全 相 
反 )， 这 时 NLSE 可 写成 ‘2 : 

.Ou ди 1д?и 


2 2 
БЕ + 10955 22 t (id^ + B|v|?)u= 0 


.Ou Ov 18v _ 
БЕ бз + (Ν᾽ + Віц? у= 


虽然 ， 上 式 相当 于 式 (12.153) 中 C=0 的 情况 。 因 此 ，w 与 "两 通道 是 不 会 发 生 能 量 转移 
的 ， 只 会 发 生 与 对 方 强度 相关 的 相 移 ( 自 相 移 和 交叉 相 移 都 只 与 强度 |ul? 和 | 只 有 关 )。 事 实 
上 ， 当 8=1 时 (= 35”")， 式 (12.157) 也 正 是 Manakov 方程 ， 已 用 逆 散 射 方法 得 到 其 解 。 
结果 是 : 两 种 极 化 的 孤子 相互 作用 后 ， 孤 子 除 产生 相 移 和 时 移 外 ， 不 发 生 任何 变化 。 例 
如 ， 两 反 相 孤子 相互 作用 后 ， 将 产生 相 移 y 和 时 移 As 并 分 别 由 式 (12.99)、 式 (12.100) 给 
出 ， 因 此 ， 选 择 控制 脉冲 的 幅 值 42， 可 得 所 需要 的 相 移 ， 然 而 这 里 出 现 了 时 移 ， 因 此 需 
要 在 开关 脉冲 通道 中 对 脉冲 延迟 As 时 间 ， 或 在 信号 通道 中 进行 补偿 。 可 以 看 到 ， 如 果 控 
制 4,， 使 开关 脉冲 与 信和 号 脉冲 合并 时 刚好 是 反 相 相 消 的 ， 也 能 实现 光 开关 。 事 实 上 ， 这 
正 是 文献 [194) # (195) 中 的 方案 。 但 是 ， 这 时 对 А, 的 大 小 (还 有 А, 大 小 ) 应 有 严格 的 
限制 ， 才 使 相 移 刚 好 满足 相 消 条 件 。 但 在 上 述 设想 方案 中 ， 却 允许 相 移 处 于 较 大 范围 内 ， 
因而 降低 了 对 控制 脉冲 及 信号 脉冲 强度 等 参数 的 严格 限制 ， 从 而 可 提高 开关 工作 稳定 性 。 


(12.157) 


图 12-7 一 种 使 用 Mach-Zehnder 干涉 仪 的 线性 极 化 孤子 开关 方案 
12.6.4 小 结 


本 节 首 先 采 用 流体 力学 中 水 槽 参量 激励 孤 波 类 比方 法 ， 分 析 了 低 栅 圆 度 线性 极 化 双 折 
射 光纤 中 两 传输 模 的 耦合 机 理 。 这 一 分 析 方 法 是 我 们 首次 提出 来 的 ， 它 从 动力 学 角度 说 明 
了 粳 合 模 之 间 能 量 转化 的 机 理 ， 即 一 传输 模 对 另 一 传输 模 “ 激 励 " 做 功 ， 能 量 发 生 转 移 ， 转 
移 方向 取决 于 两 通道 之 间 的 相对 相位 。 这 是 能 量 转 移 过 程 的 生动 形象 描述 。 流 体力 学 类 比 
方法 ， 还 可 直观 地 和 定性 地 分 析 耦 合 器 中 传输 脉冲 之 间 的 能 量 转移 ， 因 耦 合 模 方程 常 含有 
类 似 于 式 (12.153) 中 的 "we 等 项 。 数 值 模 拟 进一步 显示 了 由 这 一 一 方法 所 预见 的 能 量 转 移 现 
象 ， 并 观察 到 了 第 一 次 启 开 或 关闭 距离 L, 和 转换 周期 Lr 并 分 析 了 工 , > L, 的 原因 。 最 
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后 ， 根 据 孤 子 这 种 看 合 行为 ， 提 出 了 一 种 全 光 孤 子 开关 设想 。 这 一 设想 对 控制 脉冲 及 信号 
脉冲 的 幅 值 等 参数 限制 不 太 严格 ， 因 而 允许 这 些 参 数 在 较 大 的 范围 内 波动 ， 从 而 能 提高 开 
关 工 作 的 稳定 性 。 

此 外 ， 还 有 一 点 需要 说 明 ， 即 当 式 (12.153) 的 条 件 不 能 满足 时 ，7 ”等 项 应 为 ， 
су?и* еті 和 cteisse。 这 时 ， 流 体力 学 类 比方 法 仍然 适用 ， 只 需 作 代 换 g >o Ró, 
Фу» Q'y-RÓG, FD RE Bi je 35 f Fi T sin(p, — Κδὲ-- 2j) = —sin[2j + Ró¿— 2(@, / 2)]= 
—sin(p',-* R66 一 2^ ВЖ, ШЖ Ró 很 小 以 致 对 光纤 全 长 ，R65ec < 1， 则 能 量 转移 主 
要 由 v 和 自身 演化 而 定 ， 这 就 是 式 (12.153) 的 情形 ; Æ Ró 很 大 以 致 sn(。) 发 生 迅 速 的 
周期 变化 ， 而 作为 时 间 累 积 的 能 量 转 移 还 来 不 及 反应 ， 这 时 就 对 应 式 (12.157) 所 描述 的 
情形 。 


12.7 耦合 孤子 的 相互 作用 


12.71 3|% | 


在 上 一 节 中 ， 我 们 已 看 到 双 折 射 光 纤 中 孤子 脉冲 的 耦合 在 光 耦 合 器 及 光 开 关 方面 有 着 
巨大 的 应 用 潜力 ， 并 综述 了 前 人 已 有 的 研究 。 双 折射 光纤 中 的 线性 极 化 孤子 有 两 种 极限 情 
况 ， 一 种 是 低 椭圆 度 情况 下 的 群 速 近 匹 配 情 况 ， 这 时 看 合 方程 是 式 (12.153)， 线 性 极 化 
时 ，6=0， 因 此 ，B=2/ 3。 另 一 种 是 群 速 完全 失 配 的 情形 ， 这 时 方程 是 式 (12.157)， 式 
(12.157) 也 正 是 圆 极 化 ( 即 6=x / 2) 情况 下 的 耦合 方程 。 对 于 方程 式 (12.153) 已 有 了 许多 解 
析 分 析 ， 如 文献 [157) 在 等 幅 条 件 下 ， 研 究 了 处 于 不 同 通道 的 孤子 相互 作用 。 和 研究 结 果 
表明 : 这 一 系统 支持 两 种 束缚 态 ， 其 一 是 两 道中 孤子 中 心 为 重合 的 强 束缚 态 ， 另 一 种 是 孤 
ФОО ЖИ: 对 弱 束缚 态 起 作用 只 是 C 项 ， 而 强 束缚 态 的 约束 能 则 是 这 
两 项 共同 的 贡献 。 式 (12.153) 也 是 文献 [158，214，215) 中 线性 项 为 零 的 特殊 情况 。 如 文 
献 (2150 的 线性 项 是 -los， 心 两 项 ， 文 献 C214) 和 (158) 中 只 是 符号 不 同 而 已 。 在 文 
献 《214) 中 ， 借 助 Hirota 方法 研究 了 以 式 (12.153) 为 模型 的 椭圆 芯 光 纤 束缚 态 极 化 孤 
+; ЖЕК (215) # (159) 都 是 以 可 积 系统 ( 即 Manakov 方程 ， 也 就 是 式 (12.157) 中 B—1 
时 情况 ) 为 基础 的 。 把 式 (12.153) 偏 离 严 格 可 积 系 统 的 部 分 ， 作 为 微 扰 Hamilton 场 ， 再 以 
可 积 系 统 的 严格 孤子 解 作为 “绝热 近似 ”， 即 把 解 参数 看 作 是 微 扰 Hamilton 场所 支配 的 慢 
变 参 数 ， 从 而 确定 它们 的 演化 。 对 于 方程 式 (12.157)， 文 献 C59) 和 (216) 也 用 上 述 类 似 
的 微 扰 方法 进行 了 解析 分 析 ， 而 且 在 文献 C216) 中 还 计 及 了 作为 微 扰 的 损耗 。 文 献 
(189) 从 数值 上 研究 了 当 B=2/3 时 ， 式 (12.157) 所 支配 的 孤子 的 传输 及 稳定 性 。 文献 
(163) 则 研究 了 各 种 不 同 极 化 椭圆 角 Ө ( 即 不 同 B 值 情况 下 ， 式 (12.157) 所 决定 的 孤子 相 
移 和 孤子 光 开 关 。 在 本 节 中 ， 首先 研究 式 (12.153) 所 决定 的 不 同 通 道中 非 等 幅 线性 极 化 孤 
子 的 相互 作用 特点 ， 这 是 解析 方法 难以 做 到 的 ; 然后 研究 在 正常 色散 区 ( 即 c =—1){ 
下 ， 圆 极 化 暗 孤 子 的 燃 合 传输 及 相互 作用 规律 。 前 面 所 有 文献 都 是 取 o = 1( 即 反常 色散 区 ) 
进行 分 析 的 。 这 是 因为 这 种 情况 是 光 孤 子 通 信和 和光 孤子 开关 感 兴趣 的 区 域 ， 而 对 暗 孤 子 ， 
也 有 助 于 对 正常 色散 区 非 线性 动力 学 ， 包 括 非 线 性 看 合 的 研究 . 
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127.2 不 同 线性 极 化 孤子 间 的 相互 作用 


在 反常 色散 区 c=1、 线 性 极 化 下 ， 式 (12.153) 中 的 B-2/ 30-05 时 ， 虽 然 
C-1/3, J C 值 表现 为 长 周期 ， 但 为 了 在 分 析 中 能 多 观察 几 周期 的 能 量 转移 和 相互 作 
用 ， 我 们 把 C 取 成 1。 因为， 我们 的 目的 是 研究 这 个 过 程 中 的 物理 机 制 ， 试 图 找到 一 般 性 
规律 )， 对 于 非 等 幅 孤 子 的 相互 作用 ， 只 能 借助 数值 方法 ， 用 分 裂 步 长 Fourier 变换 法 ， 
可 模拟 式 (12.153) 在 式 (12.154) 初 始 注 和 情况 下 的 演化 及 耦合 。 式 (12.153) 中 有 三 项 非 线性 
项 : 即 自 相位 调制 项 ， 它 是 形成 玻 子 态 的 保证 ; 其 次 是 非 相干 的 交叉 调制 项 ， 即 B ñ; 
最 后 是 相干 交叉 调制 项 ， 即 C 项 。 对 于 C 项 的 作用 ， 在 前 一 节 中 已 阐述 清楚 ， 即 两 通道 
间 通 过 类 似 于 流体 力学 中 参量 激励 而 相干 并 实现 能 量 转移 ;而 了 项 则 是 非 相干 的 ， 它 提 
供 了 孤子 间 的 作用 能 ， 对 应 于 相互 作用 力 ， 按 照 作 者 给 出 的 孤子 相互 作用 等 价 粒子 理 
论 518 ， 孤 子 间 的 相互 作用 取决 于 两 孤子 的 交融 积分 。 对 式 (12.153)， 正 是 与 下 项 对 应 的 
积分 ， 它 决定 了 不 同 通道 中 孤子 间 的 相互 作用 力 。 然 而 C 项 在 耦合 中 起 双重 作用 ， 一 - 方 
面 它 作 为 男 一 种 交友 积分 ， 对 相互 作用 能 有 贡献 ， 同 时 又 作为 相干 激励 使 能 量 发 生 转 移 。 
事实 上 ， 按 文献 C118) 中 孤子 相互 作用 的 等 价 粒子 理论 ， 双 通道 中 孤子 相互 作用 一 般 应 
是 四 体 问 题 ， 而 不 是 二 体 问 题 ; 虽然 在 式 (12.154) 初 始 注入 下 ， 相 互 作 用 一 开始 可 认为 是 
二 体 问题 。 由 于 相干 项 的 作用 ， 使 < 道中 孤子 w=w(0，s)( 即 式 (12.154)) 的 能 量 向 v 道 转 
移 ， 并 在 "道中 (与 道中 的 ui 孤子 同位 置 处 ) 产 生 一 个 脉冲 ， 记 为 wm( 由 u, 的 能 量 转 移 到 
VEDER) A v 道中 的 孤子 由 = 0，3 的 能 量 向 ! 道 转移 ， 并 在 道 产生 一 个 ux 
因此 ， 一 般 情 况 下 ， 构 成 了 由 up vp us у ЗО ЖЕЙ. Τε εν, 及 v ΤΕ 
中 ， 相 干 项 与 非 相 干 项 同等 重要 ， 它 们 造就 了 前 面 所 述 的 能 量 在 两 通道 之 间 的 周期 性 转 
Ж. уту, 及 u— 作用 分 别 可 作为 如 同文 献 (118】 中 单 通道 中 双 孤 子 的 相互 作用 ( 因 在 
同一 通道 中 )， 例 如 对 于 wi 一 ws 作用 ， 在 文献 (118】 的 近似 条 件 下 ， 作 用 势 主 要 由 访 , = 
,的 实 部 决定 ， 即 

V ~ Re[- 2u; u,— 4и,и,) 

= 一 65, n, sech(x— х Jsech(x— x, )cos(0 , — 0.) (12.158) 
AP, хь X» Np n; ЖӨ, 0, 代表 ει 及 и; ΤΠΕ. {ΒΒ ΒΊΗΙ. ШЖ C118) 可 
Ж, 34 соз(0,—0,)>0 (Bl V,— 0) 8195, cos(0,—0)< 0 (BB V 0) 代表 排斥 势 。 双 
孤子 相互 作用 的 解析 及 数值 分 析 都 表明 : 当初 始 时 соз(0,-0,) > 0 时， 孤子 对 将 相互 吸 
引 ， 同 时 相位 差 也 发 生变 化 ， 达 到 最 小 间距 ; 相位 差 变 化 到 使 cos(9,-9,)< 0， 于 是 又 出 
现 相互 排斥 而 和 远离 ; 当 达 到 最 大 间距 时 ， 相 位 差 又 变化 到 使 cos(0,—0,) » 0。 这 样 形成 周 
期 性 地 靠近 与 远离 。u 一 vi 及 иу, 作用 与 u u 作用 非常 不 同 (在 不 同 通 道中 )， 以 wu 一 
νι 作用 为 例 ， 把 式 (12.153) 写 成 类 似 于 文献 CD PORRER πιν -ν E 


ον 
И =- ΓΣ е 
u, 


- Al sech (x+ 全 LIB+ Ссоз(2ф , — 29 )] 


—— ERS 光 孤 子 理论 
+ iA;C* sech’ [x+ 7 )sin(2p,— 20) (12.159) 


上 式 是 把 式 (12.154) 代 入 得 到 的 。 当 初始 注入 满足 o =o, 时 ， 在 慢 变 近似 下 ， 上 式 右边 第 
二 项 ( 即 虚 部 ) 可 以 忽略 。 因 此 ， 在 开始 的 一 段 距 离 上 V1< 0， 即 两 通道 孤子 总 是 相互 吸引 
的 ， 这 就 解释 了 数值 模拟 中 观察 到 的 现象 ， 即 在 开始 的 很 短 距 离 上 ， 孤 子 总 是 相互 靠近 
的 。 一 般 情 况 下 ，F; 的 虚 部 是 不 能 忽略 的 ， 它 代表 了 两 孤子 能 量 转移 。 也 就 是 说 ， 动 量 
转移 主要 由 V 的 实 部 描写 ; 而 虚 部 描写 能 量 转移 。 这 一 点 可 通过 文献 118] 中 的 式 (4) 
看 出 。 我 们 也 注意 到 ， 它 与 前 一 节 分 析 陶 合 ， 那 里 的 sin(pu-2) 即 式 (12.1$9) 中 的 
sin(292 一 201)。 因 此 ， 可 以 预料 ， 不 同 通道 中 孤子 的 耦合 ， 既 有 单 通 道中 孤子 的 相互 作用 
(у v 及 一 wz 作用) 的 特征 ， 也 具有 前 节 研究 中 所 观察 到 的 能 量 周期 转移 特征 (wu 一 v, Ж 
уги, 作用 ); 同时 ， 还 存在 交叉 相互 作用 ( 即 wj 一 vi 及 и, —у, 作用 )。 数 值 研究 的 结果 表 
明 ， 在 非 等 幅 情况 下 ， 也 确实 存在 与 文献 157] 中 等 幅 解析 结果 类 似 的 现象 ， 即 也 存在 
两 种 类 型 的 束缚 态 。 当 初始 间距 足够 大 时 ， 由 于 初始 相互 作用 势能 很 小 ， 也 就 是 шу. 
vj —u 作用 和 vvn uu 作用 都 很 小 ， 孤 子 基本 维持 不 变 间距 ， 这 时 几乎 内 有 一 
Ou» uv 作用 ， 它 使 孤子 对 中 每 个 孤子 的 能 量 在 两 个 通道 之 间 周 期 地 转移 。 图 12-8 给 
出 一 例 ， 从 中 可 看 到 上 述 特点 。 随 着 初始 间距 的 减 小 ， 初 始 相互 作用 势能 增 大 ， 这 时 ，z 
—» vy ENA uun νι νι 作用 变 为 重要 ， 它 们 使 两 孤子 动量 发 生变 化 ， 即 孤子 
在 开始 很 短 距离 上 吸引 人 靠近， 但 因 其 相对 相位 变化 ， 很 快 出 现 cos(C2p -2p))< 0 等 情形 ， 
于 是 出 现 孤 子 迅速 远离 ， 势 能 转化 成 各 自动 能 。 当 间距 增 大 到 充分 大 时 ， 相 位 关系 还 没有 
反 转 ( 即 像 单 通道 中 双 孤 子 相互 作用 那样 ， 在 达到 最 小 间距 时 ， 相 位 由 cos(20,—0)>0 πὶ 
TOR cos(20,—20,)- 0); 当 距 离 增 大 到 很 大 (如 A> 8) 时 ， 相 互 作用 势能 又 减 小 到 很 小 ( 即 相 
HEDRA) ARIA u R ww 一 v, 作用 和 uu Ж уу, 作用 很 小 ， 出 现 无 相互 
作用 特征 ， 两 孤子 几乎 匀速 相互 远离 ， 每 个 孤子 的 能 量 却 同 单 孤 子 一样 ， 在 zx 道 和 ， 道 之 
间 相 互 转移 ， 这 种 转移 经 第 一 次 之 后 ， 也 是 周期 性 的 ， 这 个 过 程 是 由 中 一 zo 及 u 
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图 12-8 不 同 通道 中 孤子 间 的 耦合 与 相互 作用 
(61.0, 4,712, 4,=1.0, A=8, Ар=ф,-р,=0, 5=0.013) 
(а) "ΒΒ; (b) v 通道 
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作用 而 起 作用 的 。 | 

同时 ， 我 们 注意 到 ， 图 12-9 和 图 12--10 中 ， 在 前 一 段 较 短 时 间 内 ， 较 小 幅 值 的 孤子 
的 能 量 向 较 大 幅 值 孤子 发 生 了 不 可 逆转 的 转移 ， 很 快 达到 一 定 的 比例 构成 之 后 稳定 下 来 。 
这 种 比例 构成 与 初始 间距 有 关 。 从 图 12-9 和 图 12-10 可 看 出 ， 初 始 间距 A 越 小 ， 向 大 幅 
孤子 转移 能 量 越 多 ; 当 A 继 续 减 小 并 达到 充分 小 时 (如 A< 2)， 孤 子 能 量 几乎 全 部 转移 到 
原来 的 大 孤子 。 这 时 ， 也 可 认为 是 两 通道 中 孤子 位 置 出 现 合并 ， 形 成 另 一 种 束缚 态 ， 这 一 
X E S OE ЗСК (157) 等 幅 解 析 结 果 所 预示 的 中 心 重 倒 束缚 态 ， 图 12-11 就 是 一 
例 。 在 这 种 情况 下 ，u v 之 间 能 量 转 移 量 明显 下 降 ， 这 是 因为 作为 时 间 积 累 的 能 量 转移 
跟 不 上 相位 差 的 迅速 的 周期 性 变化 。 出 现 上 述 不 可 逆转 的 能 量 转 移 的 原因 可 作 如 下 的 分 
析 。 当 初始 间距 A 不 过 分 小 时 ， 两 孤子 各 占 一 通道 ， 这 时 只 有 wv, 作用 ， 由 式 (12.159) 
HD wv 是 相互 吸引 的 ; 又 由 于 在 и, ФС, ји | > | 且 是 同 初 相 的 ， 因 此 ， 
在 此 处 u 的 相位 增长 快 于 mwf( 仅 在 此 处 ) 于 是 能 量 由 向 ， 道 转移 形成 ww， 这 时 能 量 转 
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图 12 一 9 ΑΠΕ B HAFA A E 
(C=1.0, 4,712, 4,=1.0, A=6, 5=0.013) 
(a) u 通道; (b) v 通道 


图 12-10 不 同 通 道中 孤子 间 的 耦合 与 相互 作用 
(C210. 4,212, 4,=1.0, Δ-4, δ--0.013) 
(а) ий; (δ) v 通道 


y 
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移 速 度 取决 于 |ul?。 同 理 ， 在 vi 的 中 心 处 ，|v,| >Iu,| ， 也 是 同 初 相 的 ， 因 此 能 量 由 νι 
向 u 道 转移 形成 ww， 转移 速度 取决 于 |v ,| ， 因 而 и, НЕКЕ уз. AR 1279 可 证 实 这 
一 点 ， 即 ， 道 中 第 二 条 线 就 出 现 了 v 的 波形 ， 但 这 时 u 道中 的 好 还 没 明 显 生长 出 来 。 由 
于 相互 吸引 作用 ， 当 umu 及 wi 一 v; 达到 最 近 距 离 时 ， Би Rv, уу, ERES XX 
时 由 αι 向 的 能 量 转移 速度 取决 于 lx + u| fE и, 中 心 处 的 值 ， 而 νι 向 u, 的 转移 速度 取 
Фу +» 在 中 心 处 的 值 ， 在 达到 最 近 间距 及 其 以 后 的 一 段 时 间 内 ， 一 方面 UW 一 wy 
一 经 过 最 大 重 全 程度 后 出 现 远离 ， 同 时 νι 已 把 大 部 分 能 量 转移 到 mt Milu, + uj 
在 и, 处 的 值 较 大 ， 而 |v ,+ v, 在 vi 处 的 值 较 小 ， 出 现 由 и, 和 以 ( 重 又 部分) 向 ΔΕΗ: 


转移 快 于 由 vi M v; 向 u, 的 转移 。 于 是 ， 在 这 期 间 v, 从 u, 中 ( 即 从 ux u, Ж ЖИН) 
获得 更 多 的 能 量 。 最 后 结局 是 : 能 量 先 由 vi 转移 到 u,， 再 从 ww 通过 上 述 机理 转 移 到 v, 
使 得 大 幅 孤 子 ( 即 u 或 ">， 即 各 通道 右边 孤子 ) 被 增强 ， 小 值 扳 子 ( 即 或 ww) 被 削弱 ， 由 
于 孤子 在 这 一 过 程 已 被 迅速 地 排斥 远离 ， 使 能 量 转 移 (无 论 沿 什 么 方向 进行 ) 量 被 减弱 ， 于 
是 在 能 量 逆 转移 中 ， 得 不 到 等 量 的 回报 ， 从 而 出 现 不 可 逆转 的 转移 。 初 始 间 距 越 小 ， 最 近 
间距 也 越 小 ， 因 而 上 述 重 至 部 分 越 大 ， 能 量 转 移 越 多 ; 当 A 很 小 ， 就 出 现 图 12-11 所 表 
现 的 情形 . 
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图 12—11 不 同 通道 中 孤子 间 的 耦合 与 相互 作用 
(C=10, 4,712, A,=10, A=2, 5=0.013) 
(a) u ËB; (b) "通道 


127.3 ἈΒΙΙΒΒΙΚΝ ΤῈ ИНЫЕ 


对 于 暗 孤 了 注 人 双 折 射 光 纤 ， 将 会 有 什么 现象 ， 目 前 作者 未 见 有 关 研 究 报道 ， 下 面 先 
从 最 简单 的 耦合 方程 即 式 (12.157) 出 发 ， 并 取 c= -1( 正 常 色散 区 》 研究 圆 极 化 暗 孤 波 的 耦 
合 。 数 值 模拟 表明 ， 单个 暗 孤 波 在 耦合 通道 的 演化 行为 与 单 通道 光纤 ( 即 非 看 合 NLS 方程 的 
行为 相似 ， 只 是 在 连续 波 背景 上 出 现 了 许多 色散 振荡 。 然 而 ， 对 单 通道 连续 波 背 景 是 平坦 
的 。 图 12—12 和 图 12—13 给 出 ТОЕ НИР УХ РЕВА, πια 与 v 道 的 初始 注 人 相 
同 ， 且 注 人 幅 值 为 1 在 演化 过 程 中 它们 都 没有 垮台 迹象 总归 一 化 距离 为 45) 


一 1 一 
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这 说 明 这 样 的 耦合 系统 是 支持 暗 孤 波 的 ， 这 为 我 们 进一步 解析 分 析 提 供 了 线索 和 指导 。 
6 y 


ELLAS 
g——— = y 
80 
Και (0 0.013, о=-1, Δ-0) 
(a) 4 通道 ; (b) v 通道 
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(а) 
图 12-12 
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(a) 
图 12—13 双 暗 孤子 耦合 (6 =0.013，a=-1，A=8) 
(а) ийй; (b) v 通道 
为 了 比较 ， 图 12-14 给 出 了 单 通道 系统 中 暗 孤 波 的 传输 演化 过 程 。 
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(b) 
图 12-14 单 通道 中 暗 孤 波 的 演化 


(а) ΑΓ. (b) WMF 
在 单 通道 光纤 的 正常 色散 区 ， 我 们 的 解析 分 析 的 结果 表明 ( 见 前 面 章节 )， 在 连续 波 背 


12 
景 上 存在 小 振幅 明 孤 波 和 小 振幅 暗 孤 波 。 数 值 研究 中 ， 我 们 首次 发 现 ， 在 双 折 射 光 纤 的 正 
常 色散 区 ， 当 一 个 通道 中 注 人 基本 暗 孤 波 ， 在 另 一 个 通道 中 注 人 连续 波 时 ， 能 在 连续 波 背 
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景 上 激发 出 一 个 小 振幅 明 孤 波 。 图 12—15 给 出 一 例 ，x 信道 初始 注 人 是 一 连续 波 均匀 背 
E, v 信道 初始 注入 是 一 基本 暑 孤 波 ， 双 通道 硬 合 结果 是 ， 在 ! 信道 激发 出 了 一 个 小 振幅 
明 孤 波 和 一 系列 色散 波 ， 在 "信道 中 ， 暗 孤 波 一 直 维持 着 ， 同 时 出 现 了 与 ! 信道 互补 的 色 
散 波 ， 这 一 数值 事例 表明 ， 耦 合 系统 支持 基本 暗 孤 波 和 小 振幅 明 孤 波 之 间 的 耦合 ， 这 一 点 
又 为 我 们 提出 了 解析 分 析 任务 。 


图 12—15 在 连续 波 背景 上 激发 小 幅 孤 波 (6 =0.013，o = 一 1) 
. (a) wu 初始 注入 是 连续 波 ; (b) v 初始 注 人 是 基本 上 暗 孤 子 


12.8 交叉 相位 调制 对 孤子 传输 及 光 通 信 的 影响 


12.8.1 偏振 不 稳定 性 


双 折 射 对 连续 波及 孤子 传输 将 产生 许多 新 效应 ， 如 偏振 不 稳定 性 ， 能 量 转移 ， 脉 冲 整 
形 和 开关 效应 等 。 连 续 波 的 偏振 不 稳定 性 是 指 ， 当 输入 功率 或 偏振 态 有 很 小 的 改变 时 ， 输 
出 的 偏振 态 有 很 大 的 变化 。 当 人 射 功 率 大 到 足以 使 非 线 性 长 度 Lu, 可 与 固有 偏振 拍 Ls 相 
比较 时 ， 就 产生 偏振 不 稳定 性 "”””” 。 这 时 的 功率 称 为 临界 功率 P.。 当 己 = P. 时 ， 就 
是 非 线 性 双 折 射 ( 即 感应 双 折 射 ) 可 以 抵消 线性 双 折射 ( 即 固 有 双 折 射 ) 的 情况 。 这 时 由 于 当 
入 射 光束 接近 慢 轴 方向 偏振 ( 即 x 轴 ，zz> 鸭 ) 时 ， 非 线性 双 折 射 加 上 固有 双 折 射 ， 使 总 双 
折射 增加 ， 但 在 接近 快 轴 方向 偏振 时 ， 非 线性 双 折 射 减 去 固有 双 折 射 使 双 折射 减 小 ， 这 使 
有 效 拍 长 Lys 增加 ; 当 P= P. 时 ， aer~cc， 临 界 功率 P. —3AB/ 2y, AP= В,,-В,,. 3 
验 已 观察 到 偏振 不 稳定 性 “”“”， 如 果 固有 双 折射 被 调制 ， 偏 振 不 稳定 性 可 导致 偏振 态 的 
JE n (220 — . 


12.82 双 折 射 对 孤子 传输 的 影响 


前 面 几 章 对 光 孤 子 的 讨论 都 是 假定 人 射 脉冲 沿 保 偏光 纤 的 一 个 主轴 线 偏振 的 。 本 节 将 
以 本 章 给 出 的 耦合 NLS 方程 为 基础 ， 进 一 步 考虑 当 理想 条 件 ( 人 射 偏振 角 9=0° 或 90 ) 
在 实际 情况 下 不 能 满足 时 ， 孤 子 所 受到 的 影响 。 有 两 个 重要 的 问题 : 第 一 ， 在 弱 双 折射 光 
纤 中 ， 人 射 峰值 功率 可 能 超过 偏振 不 稳定 性 临界 值 ， 偏 振 不 稳定 性 反 过 来 将 可 能 影响 接近 
快 轴 偏 振 的 孤子 发 射 ; 第 二 ， 在 强 双 折 射 光纤 中 ， 两 个 正 交 偏 振 分 量 间 的 群 速 失 配 可 导致 
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脉冲 分 裂 ， 这 可 能 影响 孤子 特性 。 

首先 ， 考 虑 在 弱 双 折射 光纤 中 偏振 不 稳定 性 对 孤子 的 影响 。 如 果 忽 略 群 速 失 配 ， 可 设 
Bix= By ЗД, Boum B,, 三 B，， 用 归 一 化 变量 可 以 改写 这 两 个 看 合 方程 ( 见 前 节 )， 并 且 
引入 孤子 的 参量 : 

ντα z= 51, ερ (12.160) 

AB. L. ΜΕ, TEA, ΤΠ B, ΒΗΧΑ ο. 

数值 分 析 结 果 表 明 “'” ， 偏 振 不 稳定 性 对 孤子 稳定 性 的 影响 与 上 小 节 中 讨论 的 连续 
波 情况 类 似 。 当 和 人 射 峰值 功率 超过 临界 值 或 者 是 当 非 线性 长 度 Lu 大 于 偏振 拍 长 Le 时 ， 
不 论 人 射 时 偏振 接近 快 轴 还 是 接近 慢 轴 ， 孤 子 都 保持 稳定 。 相 反 ， 如 果 Lu < Ly BF. Ж 
子 沿 慢 轴 保持 稳定 ， 而 沿 快 轴 却 不 稳定 。 Ln Ls 时 ， 近 快 轴 发 射 的 基态 孤子 (N= 1) 变 化 
情况 如 下 " ， 由 于 偏振 不 稳定 性 的 作用 ， 在 几 个 孤子 周期 内 大 部 分 脉冲 能 量 由 快 模 转 
移 到 慢 模 ， 同 时 部 分 能 量 被 色散 ， 脉冲 能 量 在 两 个 模 之 间 来 回转 换 ， 这 一 过程 与 弛 除 振 葛 
相似 ， 可 是 大 部 分 人 射 能 量 最 终 表 现 为 类 孤子 脉冲 沿 慢 轴 传 输 。 高 阶 孤 子 情 况 有 些 不 同 ， 
经 过 初始 的 压缩 阶段 后 ， 它 们 衰变 成 单个 分 量 ， 然 后 部 分 能 量 转移 到 慢 模 上 ， 最 终 表 现 为 
基态 孤子 沿 慢 轴 传 输 ， 其 且 宽 比 人 射 脉 宽 窗 ， 耦 合 非 线性 薛 定 谓 方程 也 有 -一 个 对 应 于 基态 
孤子 的 精确 解 ， 其 快 、 慢 分 量 在 传输 时 形状 不 变 OU 。 两 分 量 一 般 具 有 不 对 称 形状 ， 并 
且慢 分 量具 有 双 峰 结构 。 连 续 波 不 稳定 性 条 件 也 可 用 来 获得 孤子 周期 的 一 个 条 件 ， 如 果 用 
上 小 节 的 条 件 ， 即 Po> Pu。 可 写成 ApLm «2/3, H AB-2n/ Lo 和 zo 的 表达 式 ， 则 
2ο М» 6 与 数值 分 析 结果 基本 一 致 “'”。 即 使 对 弱 双 折射 光纤 ， 典 型 的 Lb<1m， 如 
R В,=—20 ps? / km， 一 个 波长 为 1.55 um 的 基态 孤子 (N=1)， 仅 对 BT< 100 Б), 
才 有 επι. 这 样 ， 对 孤子 通信 系统 ， 典 型 的 Ton 10 ns 和 za 1 km， 就 不 必 考 虑 偏振 
不 稳定 性 。 

在 强 双 折射 光纤 中 ， 快 分 量 和 慢 分 量 之 间 的 群 速 失 配 不 可 忽略 。 如 果 人 射 偏振 角 0 ἢ 
离 0” 或 90”， 这 样 的 失 配 将 使 孤子 分 发 成 沿 两 个 偏振 轴 的 分 量 ， 这 些 分 量 是 继续 远离 还 
是 互相 靠近 取决 于 人 射 参数 。 如 果 假 设 j2.= by = 5， 并 且 用 归 一 化 变量 ， 方 程 即 变 成 式 
(12,157), XRF u 和， 就 是 沿 x 轴 和 了 轴 的 归 一 化 幅 值 ， 并 且 = (bad T,/I2B4. B 
设 双 折射 相当 大 ， 峰 值 功率 比 偏振 不 稳定 性 的 临界 值 小 得 多 ， 所 以 方程 中 的 ιῶν" ЯП vu" 
项 已 被 忽略 ; 为 了 简化 也 忽略 了 光纤 损耗 。 对 偏振 角 为 «的 入 射 脉冲 uO, т) = N cosa 
sech(z), v(O, т) = Nsing。 sechG), 同上 两 节 一 样 ， 数值 求解 式 (12.157) 即 可 。 

数值 分 析 结 果 可 概括 如 下 "" : 当 两 个 模 相 等 (x=45”) 时 ， 如 果 超过 临界 什 
Ν 则 两 分 量 仍 被 束缚 在 一 起 。N 取决 于 ó: 当 5=0.15 6, №, =0.7; 但 当 6=05 
时 ，Nw 一 1。 当 两 个 模 不 相等 并 且 NN 超过 Na 时 ， 不 同 的 ó 值 产生 不 同 的 变化 情况 。 图 
12.16 给 出 “= 5r 和 10π 处 α--305 时 两 个 模 的 脉冲 振幅 ;左边 一 列 对 应 于 5=0.15 和 
入 =0.8， 右 边 一 列 对 应 于 5=0.5 和 NW=1.1。 对 于 5=0.15 的 情形 ， 较 小 的 脉冲 看 上 去 被 
较 大 的 脉冲 俘获 ， 并 且 两 脉冲 一 起 运动 。 对 于 6=0.5 的 情形 ， 较 小 脉冲 仅 一 部 分 能 量 被 
较 大 脉冲 俘获 ， 剩 下 的 能 量 在 传输 过 程 中 被 色散 掉 。 对 更 大 的 ON 值 ， 将 产生 更 复杂 
的 行为 。 
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图 12-16 x=30” 时， 两 个 模 的 脉冲 振幅 
(a) Æ £—5n 4; (b) Æ č — 10m 处 


总 之 ， 光 纤 中 的 非 线 性 双 折 射 可 在 许多 方面 影响 琶 子 的 传输 ， 从 实际 角度 出 发 ， 人 们 
也 许 会 间 群 速 失 配 将 怎样 影响 孤子 光 通信 系统 的 性 能 。 对 保 偏 光纤 情况 ， 理 想 的 孤子 应 沿 
某 一 主轴 方向 偏振 发 射 。 这 一 节 的 结果 表明 稍微 偏离 理想 条 件 并 不 严重 地 影响 孤子 特性 。 
因为 具有 较 大 振幅 的 偏振 模式 可 以 俘获 另 一 个 偏振 模式 ， 以 致 尽管 它们 的 群 速 不 同 ， 却 仍 
能 一 起 传输 ， 普 通 非 保 偏光 纤 中 的 随机 双 折 射 变化 对 孤子 传输 的 影响 至 今 还 没有 较 好 的 
认识 。 

12.8.3” 交 广 相 位 调制 对 孤子 通信 的 影响 


因为 光纤 常 被 用 于 信息 传输 ， 所 以 了 解 本 章 讨论 的 交叉 相位 调制 效应 如 何 影响 光 通 信 
系统 的 性 能 是 很 重要 的 ““”” 。 在 多 信道 ( 波 分 复 用 ) 系 统 中 ， 自 相位 调制 和 交叉 相位 调 
制 都 将 影响 到 每 个 信道 中 光 场 的 相位 。 当 信和 号 通过 振幅 调制 和 非 相 干 解 调 时 ， 像 直接 接收 
的 通信 系统 那样 ， 非 线性 相位 改变 并 不 产生 什么 后 果 。 可 是 ， 如 果 用 到 相干 解 调 技术 时 ， 
这 种 相位 改变 将 严重 地 限制 系统 的 性 能 。 为 了 清楚 地 看 出 这 种 限制 ， 我 们 考虑 一 个 有 М 
个 信道 的 相干 通信 系统 ， 每 个 信道 中 的 振幅 设 为 40=1，2,，…，M)。 对 典型 的 比特 率 
(1Gb7/s)， 比 特 通道 足够 宽 。 当 考虑 非 线性 效应 时 ， 色 散 效应 显得 较 次 要 ， 所 以 4 的 
方程 可 写成 


τ. + 54,7 ЛЕ зу, Ja, (12.161) 
式 中 ， 假 设 光 纤 损 耗 x 和 非 线 性 参量 y 对 所 有 信道 是 一 样 的 。 方 程式 (12.161) 包 括 了 所 有 
信道 的 交叉 耦合 作用 。 此 M 组 耦合 方程 能 解析 求解 ， 其 结果 为 
A= {Р exp(ip ) (12.162) 
式 中 ，P; 是 第 j 个 信道 的 功率 ， 并 且 


9,7 ο. 2 УР. | (12.163) 


m= j 
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Lg 由 方程 式 (12.160) 给 出 。 典 型 的 光纤 长 度 L 一 般 大 于 吸收 长 度 (L> 1/ е), 3EH La 可 
H 1 cx 近似 。 | 

对 信息 传输 ， 是 振幅 调制 还 是 相位 调制 两 种 情况 必须 分 清 。 

首先 考虑 相位 调制 情形 。 由 于 对 所 有 比特 来 说 ， 每 个 信道 中 的 功率 保持 恒定 ， 所 以 对 
于 所 有 比特 ， 非 线性 相位 改变 也 相同 。 这 种 通信 系统 的 根本 限制 不 是 由 于 相位 改变 而 是 来 
自 相 位 的 起 伏 。 央 为 方程 式 (12.163) 中 的 9 与 功率 有 关 ， 功 率 的 起 伏 导 至 相位 起 伏 ， 从 而 
降低 了 光纤 输出 端的 信 品 比 。 为 了 简化 ， 如 果 假 设 每 个 信道 中 相等 的 平均 功率 具有 相同 的 
标准 偏差 cv， 则 相位 起 伏 的 标准 偏差 变 为 “222 

γα, 25, 1⁄2 
в„= — + (М 1) (12.164) 

式 中 ， 用 到 方程 式 (12.163) 并 且 有 Zeas 1/ wx。 式 中 的 两 项 分 别 代表 自 相 位 调制 和 交叉 相 
位 调制 对 o, 的 贡献 。 作为 数量 级 的 估计 ， 如 果 取 ym IW'!km , a-0.046 km" 
(0.248 km)， 以 及 对 155 pm 通信 系统 的 典型 值 ，opx~ 0.1 mW， 则 可 得 yo, / απο 
0.02。 自 相位 调制 对 с, 的 贡献 非常 小 ， 可 以 忽略 。 而 交 又 相位 调制 的 贡献 与 信道 数 有 
关 ， 可 以 变 得 很 大 ， 对 应 于 约 0.5 dB 的 功率 损耗 ， 估 计 oen 0.15。 由 方程 式 (12.164) 可 
知 ， 当 M > 20 时， 交叉 相位 调制 效应 将 严重 损害 系统 的 性 能 。 

现在 考虑 振幅 调制 的 相干 通信 系统 。 如 果 用 相 敏 ( 零 差 ) 探 测 技术 ， 取 决 于 相 邻 信道 的 
比特 形式 ， 相 位 o, 可 在 比特 之 问 变化 。 最 坏 的 情况 下 ， 一 个 给 定 信 道 由 交叉 相位 调制 引 
起 的 相 移 为 Ap = 2(у / aM — 1)P。 式 中 ，P 是 功率 ， 并 假定 在 每 个 信道 中 有 相同 的 值 . 
如 果 我 们 取 一 个 适当 值 Ap < 0.1， 则 每 个 信道 中 的 功率 被 限制 在 P<0.052/ [y(M 1], 
这 种 限制 说 明 即 使 对 М =5, HR 了 也 必须 小 于 1 mW. | 

在 一 个 两 信道 的 实验 中 已 观察 到 了 交叉 相位 调制 效应 229 。 由 工作 在 13 u m 和 
1.5 ит 附近 的 两 半导体 激光 器 发 出 的 光 人 射 到 一 段 L5 m 长 的 单 模 光 纤 中 ， 用 一 干涉 仪 
测量 由 1.3 μπι 波 引起 的 1.5 μπι 波 的 相 移 。 当 P=1 mW， 实 验 测 得 的 相 移 Ap —0.024, 
这 个 值 与 方程 式 (12.165) 的 预计 值 0.022 非常 一 致 。 


12.9 反 向 传输 的 光波 间 的 耦合 “2 


前 面 已 考虑 了 两 个 共同 传输 光波 间 的 交叉 相位 调制 ， 这 两 个 波 具 有 不 同 的 波长 或 不 同 
的 偏振 ， 第 三 种 可 能 是 两 光波 具有 相同 的 波长 和 偏振 态 ， 但 在 光纤 中 以 相反 的 方向 传输 ， 
前 向 和 后 向 传输 的 光波 通过 交叉 相位 调制 发 生 相 互 作用 ， 这 祥 的 互 作用 可 导致 新 的 特性 ， 
当 用 光纤 构成 一 个 非 线性 环形 腔 时 ， 这 种 特征 表现 为 光学 双 稳 性 20 ， 这 样 的 互 作用 也 
能 导致 光学 不 稳定 性 和 混沌 “” ”” 。 具 有 特殊 意义 的 是 交叉 相位 调制 产生 的 非 互 易 性 ， 
它 可 影响 光纤 陀螺 仪 “~ 3” 和 光纤 喇 曼 激光 器 的 性 能 “2 。 反 向 传输 光波 间 非 互 易 人 性 
的 起 因 可 按 12.1 节 的 分 析 理 解 。 如 果 А, 和 А, 分 别 是 前 向 和 后 向 传输 波 的 振幅 ， 它 们 满 
足下 而 耦合 振幅 方程 ， 即 对 于 4 满足 
04, 194 į ôA 


lo να 
tu ty à 3h +54, 


2 


= 904+ 24,194, (12.165) 
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式 中 的 正 负 号 分 别 对 应 于 j=1 或 2 对 连续 波 人 情形 此 方程 已 解 出 ; 为 了 简化 而 忽略 光纤 
损耗 ， 此 解 为 


A, (2)= ҮР, ехр(+ ip) (12.166) 
式 中 ，P; 是 峰值 功率 ， 非 线性 相 移 p ,为 
9 = yz(P + 2P, |!) (12.167) 


如 果 Pl 才 P，， 对 两 个 反 向 传输 的 光波 ， 相 移 оф, 和 o, 并 不 相同 ， 这 种 非 互 易 性 是 因为 方 
程式 (12.167) 中 交叉 相位 调制 项 出 现 的 因子 2. 

交叉 相位 调制 产生 的 非 互 易 性 对 高 精度 光纤 陀螺 仪 是 有 害 的 ““ ””， 这 种 仪器 用 来 
测量 每 小 时 小 到 0.01* 的 旋转 速率 ， 其 工作 原理 是 基于 萨 格 纳 克 效应 ， 此 效应 在 两 反 向 
传输 的 光波 之 间 引 人 一 个 与 旋转 有 关 的 相位 差 ， 净 相位 差 为 


Ap- 9,— 9,7 YL(P,— P )+ SQ (12.168) 
式 中 ， 工 是 光纤 总 长 度 ; QQ 是 旋转 速率 ; 5S 是 比例 因子 ， 它 与 光纤 长 度 工 以 及 光纤 环 的 半 
径 有 关 "“ 。 如 果 功 率 P 和 P, 是 常数 ， 方 程式 (12.168) 中 的 交叉 相位 调制 项 影响 不 大 。 


可 是 在 实际 情况 中 ， 功 率 可 能 会 波动 。 如 果 用 7=10 W km :和 La: 100 m， 即 使 两 反 向 
传输 波 之 间 的 功率 差 为 1 р W， 也 可 使 Ao 改 为 约 ΙΧ 105rad。 这 个 值 恰 恰 对 应 于 一 个 等 
价 的 旋转 速率 (s 0.1”/h)。 这 表明 交叉 相位 调制 将 严重 地 限制 光纤 陀螺 仪 的 灵敏 度 ， 除 
非 功 率 精度 被 控制 在 10 nW 之 内 。 

有 几 种 方法 可 用 来 减 小 交叉 相位 调制 的 影响 ， 改 善 陀螺 仪 的 性 能 。 一 种 方法 “32 是 
在 两 反 向 传输 波 未 进入 光纤 环 之 前 ， 使 该 激光 功率 被 调制 。 因 为 光波 与 时 间 有 关 ， 这 种 情 
形 可 通过 用 适当 的 边界 条 件 解 方程 式 (12.165) 来 分 析 O79 。 其 结果 表明 ， 如 果 适 当选 
取 调 制 频率 ， 非 互 易 效应 可 明显 减 小 。 其 物理 意义 可 理解 为 . 仅 当 两 脉冲 在 时 域 中 有 重 可 
时 ， 才 产生 交叉 相位 调制 。 本 质 上 是 交叉 相位 调制 引起 的 非 互 易 性 产生 于 反 向 传输 波 之 间 
的 干涉 ， 调 制 降低 了 反 向 传输 波 之 间 的 相干 性 ， 因 而 减 小 了 这 种 干涉 的 效果 。 确 实 ， 利 用 
有 限 相干 时 间 的 宽带 光源 也 可 得 到 相同 的 结果 “22 ~22?) 。 为 此 ， 热 源 和 发 光 二 极 管 都 曾 被 
采用 过 С 231) А ` 

下 面 再 来 简单 地 讨论 交叉 相位 调制 对 光学 双 稳 性 的 影响 ， 任 何 插 人 腔 内 的 非 线性 介质 
都 能 表现 出 双 稳 性 ““““” ， 光 纤 也 不 例外 。 如 果 为 此 作 一 光纤 环形 腔 ， 则 不 论 光束 沿 顺 
时 针 方 向 还 是 沿 反 时 针 方 向 传输 ， 都 能 产生 光学 双 稳 性 。 当 光 束 沿 两 个 方向 人 射 时 ， 可 产 
生 一 种 新 的 现象 ， 因 为 交叉 相位 调制 在 反 向 传输 光束 之 间 产 生 耦 合 ， 所 以 这 种 器 件 可 作为 
两 个 糖 合 的 双 稳 系 统 ， 并 且 能 表现 出 许多 新 的 特性 29 。 可 是 尽管 对 光纤 环形 腔 中 单 向 
传输 的 情形 已 观察 到 光学 双 稳 性 “2 ， 但 双向 传输 情形 在 实验 上 还 没有 引起 足够 的 重 
视 。 但 由 于 单 模 光 纤 中 的 光学 双 稳 性 可 以 用 作 快 速 光学 开关 ， 所 以 很 可 能 变 得 非常 重要 。 


1210 双 折 射 光 纤 中 的 孤子 影 
我 们 知道 式 (12.157) 可 认为 是 线性 极 化 (B=273) 或 圆 极 化 光纤 中 的 斐 合 方程 ， 文 献 


(59, 163, 237, 238) 等 对 此 作 了 数值 的 和 解析 的 研究 ， 在 耦合 过 程 将 引入 一 个 影子 。 下 
面 通 过 数值 模拟 详细 叙述 影子 的 特点 ， 在 模拟 中 取 B=2 / 3, 并 使 用 相同 幅 值 的 初始 注 
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A. BẸ 

и(ё= 0, s)= Ajsech[A (s+ s) 

ν(ξ-- 0, s)— A,sech[A,(s— s,) 
不 失 一 般 性 ， 取 6= 1。 对 于 其 它 6 值 时 孤子 影子 ， 可 通过 变换 得 到 : cow v= a, 
«-σ/α, ξ'-ξ/α", 5=o6，B= 有 这 里 % 是 尺度 变换 因子 。 图 12-17(q) 给 出 了 初始 
时 的 zx 极 化 经 耦合 之 后 ， 在 " 极 化 中 引入 的 影子 。 其 中 ， 实 线 是 4 的 强度 ， 虚 线 是 影子 的 
剖面 ， 即 在 :中心 附近 处 的 ， 极 化 强度 。 注 意 由 于 方程 的 对 称 性 ， 初 始 时 的 * 极 化 经 耦合 
之 后 ， 也 必 将 在 & 极 化 中 引入 一 个 "的 影子 ， 这 个 影子 在 ”初始 注 人 狐 子 中 心 的 附近 ， 这 
完全 是 对 称 的 。 因 此 ， 只 需要 讨论 u 的 影子 即 可 。 图 12-17( 包 给 出 了 在 传输 50 个 孤子 周 
期 的 距离 后 影子 的 放大 图 ， 即 图 12-17(a) 中 影子 的 放大 图 ( 见 虚线 ) 和 由 文献 [217) 中 给 
出 的 解析 近似 式 

Г pide = T А shadow = {sech(A ion(s— s р )} (12.169) 


的 曲线 ， 这 个 解析 近似 式 与 数值 模拟 的 平均 相对 误差 不 大 于 3.4%, 差异 的 主要 原因 是 影 
ΤΗ FWHMQ dB 宽度 ) 是 孤子 的 1.2 倍 。 


(VIF 8B- 2 


振幅 


(a) 


(5) 


实 线 是 4 极 化 ， 虚 线 是 v 极 化 ， 点 画 线 是 解析 近似 
图 12—17 双 折 射 光 纤 中 的 孤子 影 
(а) 孤子 及 其 影子 : (b) 在 50 们 孤子 周期 的 距离 处 的 影子 ( 即 ， 极 化 ) 训 面 及 其 解析 近似 

影子 的 幅 值 与 初始 间距 29, 有 一 定 的 关系 ， 在 4, =1 一 定时 ， 这 种 关系 由 图 12-18 
给 出 。 其 中 : 50>0 时 ，u 在 左边 ，v 在 右边 ， 而 ww 和 vv 分 别 是 向 右 和 向 左 运动 的 ， 故 二 者 
会 相遇 ; Ἢ s<0 时， 二 者 不 会 相遇 ， 即 不 会 相互 穿 过 ; 当 2s6< 0,254т(т 是 孤子 的 
FWHM) 时 ， Ай»; 当 οὐ» 0.254r BF, μον ΒΒ οὐ Й; νά 60 оов, 
Адом "0.016 9， 这 个 值 是 s, —0 时 4а, 值 的 10~15%。 对 于 Ag 1.387 Bf, Аа 
25. t 曲线 都 是 图 12—18 的 形式 ; 但 当 A> 1.387 时 ， 由 于 自 陷 (self--trap)， 曲 线 只 有 在 
一 部 分 s, 的 值 域内 是 这 样 ， 由 于 自 陷 而 形成 东 缚 态 ，4 越 大 时 ， 足 够 出 现 束 缚 态 的 δρ {8 
ΒΑ. KAR, 34» 一 定 ， 对 于 А, 来 说 ， 存 在 一 个 能 够 出 现 自 陷 的 下 限 ， 在 这 个 极限 
之 上 ， 交 叉 相位 调制 非常 强 ， 以 致使 孤子 的 中 心 频率 移动 以 补偿 初始 时 的 群 速 差 ， 即 使 二 
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者 的 群 束 趋 于 一 致 ， 相 反 、 还 有 在 一 个 使 孤子 保持 分 离 状 态 的 -4 的 上 限 ， 在 这 个 极限 之 
下 ， 孤 子 可 保持 着 分 离 状 态 。 但 这 两 个 极限 在 so 一 co 时， 又 吻合 在 一 起 了 ， 但 当 sto 
时 ， 二 者 分 别 趋 于 3.6 和 3.2， 因 而 在 3.2< 4o< 3.6 中 ， 是 一 个 过 滤 区 。 图 12-19 给 出 了 
各 个 区 域 。 孤 子 在 经 过 几 次 位 置 振 划 之 后 ， 可 能 会 相互 穿 过 、 反 射 回 来 ， 或 自 陷 。 
haaow 与 Ao 的 依赖 关系 ， 由 图 12-20 给 出 。 在 过 渡 区 ， Aswaow 对 А, 的 依赖 非常 敏感 
即 极 小 的 Ao 变化 ， 将 引起 Aguas 极 大 的 变化 。 图 12-20 中 ， 曲 线 上 的 水 平 线 标记 过 渡 
区 的 4o 值 。 我 们 设想 在 过 渡 区 ， 可 能 出 现 混沌 现象 ， 这 吸引 着 我 们 的 极 大 研究 兴趣 ， 因 
时 间 关 系 ， 暂 在 这 里 (起 草本 著作 手稿 之 时 ) 先 提出 此 设想 ， 或 许 设 有 混沌 现象 出 现 ， 或 者 
有 ， 也 许 到 了 本 著作 出 版 发 行 时 ， 就 有 了 结论 。 


& b ο d e f. g h i ЈА 12-20 中 的 曲线 
图 12—18 44,7259 / t #(А,у=1) 


Solitons Seif — Trap 


Transition Region j 
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E 12-19 孤子 自 陷 区 域 、 分 离 区 域 及 过 渡 区 域 图 12-20 _AssaÍ 40 曲线 
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